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3.

CENTRES DE GRAVITE (Centres de masse)

7

3.1

POIDS D'UN SYSTEME MATERIEL.
CENTRES DE GRAVITE.

CENTRES DE MASSE

Toutes particules d'un corps se trouvant prés de da surface de la Terre est
soumise a l'action d'une force dirigée verticalement veis le bas et appelée force
de pesanteur (ou force de gravitation).

Pour les corps dont les dimensions sont treés‘petites par rapport au rayon de la
Terre, on peut admettre que les forces de pesanteur des particules sont parall¢les
et conservent une grandeur constante. L.e-champ de pesanteur dans lequel ces
conditions sont remplies est dit champ de pesanteur uniforme.

Soit un systeme discret de n points‘matéricls Ay, ayant les masses m; et les

vecteurs de position T; par rapport 2 un repere fixe. Chaque point matériel est le
point d'application d'une force Gj =m;g (3.1)

ou  J estl’accélération gravitationnelle

La résultante de ces forces représente l¢ poids du systeme matériel

n_/ A\
G= [ZmiJg‘ (3.2)
1

La résultante G est appliquée dans le point C centre de forces

n
D Gif,

paraliéles qui a le vecteur de position Tc = ln— (3.3)
2.Gi
1
Ce point C est appelé le centre de gravité du systéme de points
matériels.

Le systéme des forces G; est un systéme de forces paralléles que nous avons
¢tudi¢ dans le chapitre précédent. Il en résulte les expressions suivantes pour le
vecteur de position du centre de gravité:

- pour un systéme discret de points matériels, fig. 3.1.a:
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n
2. mi'
|

e - (3.4)

Fig.3.1
- pour un systéme matériel qui estun milieu continu, fig.3.1.b:

jfdnl
= domaine
fo = domaine (3.5)
¢ dem
domaine

On observe que la position du centre de gravité C dépend de la
manieére’ par laquelle les masses du systéme matériel sont
distribuées, moiif pour lequel, le centre de gravité est appelé
aussi ie centre de masse.

Si la position du systeine matériel est rapportée a un systéme de référence xOyz,
on peut écrire:

o= Xel4 Yo+ zck F=xi+Vyj+zk

et les relations vectorielles (3.4, 3.5) donnent les coordonnées du centre de
masse du systéme matériel:

n n
Zmixi ZmiYi
_ 1 : _ 1 :

n
>miz
X o=l
C n Yc N C

Zmi Zmi Z::mi

1 1

(3.6)
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ou:
d(;‘.m).(dm. d(;‘-m)./dm. dd[nidm ‘
Xc = W Yc :W’ Zc = J.dm 3.7)
dom. dom. dom.

n n n
Les grandeurs > mix;, > mjy;, > miz; sappellent —MOMENTS
1 1 1

n
STATIQUES du systéme par rapport aux plans yOz, xOz et xOy et Z m; T;
1
représente le MOMENT STATIQUE par rapport a un point.
Un moment statique par rapport a un plan peut €tre positit ou négatif.
Pour un solide parfait (milieu matériel continu et indéformable) :
- les moments statiques par rapport aux plans sont : {xdm : f ydm, J.zdm
d(;m. dom. dom.
et Ifdm est le moment statique par rappott a un point.

dom.
Les relations (3.4, 3.5, 3.6 et 3.7) peuvent étre exprimées de la maniére suivante:

n n N n
Z:miri = Mrc ;Zmixi =MXc ;Zmiyi =Myc ;Zmizi =Mzc (3.8.3)
1 1 1 1

.

jfdszTC; deszxC; j ydm =Myc; jzdm:MzC (3.8.h)

dom. domi, dom. dom.

On peut énoncer le THEOREME DES MOMENTS STATIQUES:
Le moment statique d'un systéme matériel par rapport a un
point ou a un plan est égal au produit entre la masse totale du
systéeme et le vecteur qui lie ce point au centre de masse,
respectivement la distance (positive ou négative) du centre de
masse au plan.

On observe que si un corps a un plan de symétrie, fig. 3.2, le moment
statigue par rapport a ce plan est égal a zéro et le centre de masse se trouve
dans ce plan de symétrie.
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4
n
S SxOy:Z:mi'di =
i=1
n/2 n/2
=2 m;-di+ > mjd;=
i=1 i=1
SR A d AN /2 /2
\ y E i Y % i i
X / plan de
ymétrie ( xOy )
Fig.3.2

De méme, si un corps a un axe de symétrie, le centre de masse du corps se
trouve sur cet axe de symétrie et si le corps a un centre de symétrie, son
centre de masse se trouve en ce centre de symétrie.

La réciproque est aussi valable: par rapport aux plans et aux axes qui
contiennent le centre de masse ou par rapport au centre de masse, les
moments statiques sont égaux a zero,

3.2
CENTRE DE GRAVITE DES CORPS HOMOGENES

Pour un corps homogéne, la masse spécifique p (la masse de 1’unité de volume,
de surface ou de longueur) est ia méme en chaque point du corps (p =const.).

Dans ce cas, la position du centre de masse dépend seulement de la forme
géométrique du corps.

Les coordonnées du centre C deviennent :
- pour les barres homogenes,
dm=pdV ; dV = Adl, fig.3.3:

Fig. 3.3
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| | | | |
[xpAdl  [xdl [xdl [yd [zdl

X =0 _o 0, Yoo 7o=0
[pAd JdI - - L
0 0

- pour les plaques homogenes,
dm = pdV ; dV = hdA, fig.3.4:

J

[xphda  [xda  [xdA
J

. A
|
{ehda jdA
A A
}ydA
LA :
yL A )
jsz
zc =A A
(3.10)
- pour les blocs homogenes,
dm=pdV , fig.3.5:
[xpdv [xdv [xdV
xo =V _V _V ’
[pdv  [dVv
Y% Vv
[ydv
y ye =Y :
Vv (3.11)
[zdv
Fig. 3.5 2c =Y
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Si on peut décomposer un corps en un nombre fini de parties, fig.3.6, telles'que
pour chacune d'elles la position du centre de gravité soit connue; on peut alors
calculer directement les coordonnées du centre de masse de tout le corps par les
formules suivantes:

Xc = —1n q
M
1
=
2 Miy;
Ve =45
o
M (3.12)
Fig. 3.6 1
N
ZJMi Zj
Zc = 1n—
2M
1
Pour les corps homogenes :
- systéme de barres homogenes
n IL n
ZIIXI Z!EYi ZIIZI
XC — 1n = 1 yC — _1n ’ ZC = —ln (313)
2" 2! P
1 1 1

- systeme de plaques iomogenes

n n
DA DAY D Az
1 _ 1

Xc s —¥Yc =7 2=t — (3.14)
2A 2A A
1 1 1

- systeme de blocs homogenes
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n n n
D Vi D Viyi D Viz;
-1 -1 -1

Xg=—t——iYo=—"——iZc=—+ (3/15)
2V 2V 2V
1 1 1

Les relations (3.12, 3.13, 3.14, 3.15) supposent une distribution
discréte de masses, on doit concentrer les longueurs, les
surfaces et les volumes en des points qui sont les centres de
gravité des corps élémentaires.

Exemples pour des corps élémentaires

- la ligne droite - le rectangle
C
1/2 1/2 h/zi
e 2 2 | ¢
- le triangle droit
24 1 .\ .
3 - triangle guelconque doit
hi C étre partager en deux
3] | triangles droits
b, 2,
37 3"
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[x-dl (o g _
« . — dom :I—aR €0s¢p-R 'd(P:R.S'mP\_a _p.Sina
7 Ja @ o a
J_a R -do (p‘_OL
dom

- |le secteur de cercle

R
@ ¢y | x
X O o J'
2 sin&o\c
dA:M : X22R°COS(p
2 3
Jx-dA e 2R.cosg. R AR de) .
X . — dom _ a3 2 _ER.SII’]OL
© JdA [« R-®dg) 3 o
dom —a 2
Cas particuliers pour le secteur du cercle
N T
- le demi-cercle o= 5
, 2R
- le segment de cercle L=n-R oc="2"

- |le secteur de cercle

A=".R2 oc=2R c.\
2 3 \

1R
31

@)
T
-lequartdecercle a=-—
4
- le segment de cercle L=n-R/2 OC=E 2
TT

- ie secteur de cercle

A=n-R2/4 oc=2R 5 ‘mﬁ%
31t 3 C

64
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APPLICATION 3.1.:
Déterminer la position de centre de gravité de la ligne polygonale, fig. A.3.1:3,
et de la plaque homogene, fig. A.3.1.b, définie par les caractéristiques

mentionnées sur les figures

- la ligne
%%

T fe

Cl 3a

ay Cs
ﬁ -~ Fig.A3.1la

''a a a X

Solution:
Ly L. 2nR _ 2n3a
(] i 0
C, 01C1:R1’m—a: 3asm45 :6ax/§
y/ a T T
1
ot * a2 1
X1 X . T a
X1 =R -04C;SiIn—=3a — —
1 =130 x 02
n 6av2 1
=0,C,c05— = —
Y1 1“1 4 12
2nR
Lo == LY
X2—R:a
1900 C,
L LU B O
n T ] Xo 02 X
2
LY Lg =+a% +9a°
1 a
X, =2a+ -a+/10cosp : cosP =
3 2 B B a\/E
7 Cs 1 3a
y = ~a+/10sin . sinp =
’ 2a Y3 2 B b a\/ﬁ
VX

X3
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le tableau
Corps | L Xi Yi Li X Liyi |
| 417a [1,089a |1911a [513a° [9,0a° |
I 314a |la 0637a [314a° |2,04° |
1T 316a |25a [15a |790a" |4,74@
11,01 a 16,17a° | 15,74@°
n
L; X;
; ' 16178 i
= Ta T Tom R Ny
2L ’ ./
1 C
n “‘ / |
; SYi 157492 143 | 7 \/
Yo = = =1,43a ) | .
4 11,01a ™
SL 147a X
- -
- laplaque
le systéme de référence la décomposition et les centres de gravité
27 Ly
2a 1 _ 3
M TEAT % R -
a a
’ & i 3a 1
ay X .
V a 6 Cs
a a a -~
Fig. A3.1a a a a X
Solution : Ly
les calcules partieiies
A= 7_133 _ n9a’ L
- 4 4 1 o,
. . 0 -
Olcl_:gRsmoc:gBasm% _4a42 X, X
3 3 T T
4
4a~2 4a

=3a——

1
n 2 T

X, =R —Olclsing =3a -

66
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n_4av2 1 _4a

67

=0,C,cos— = =—
y1=U14 4 T 2 x
1y A nR2
2=~ X;=R=a
C
Y21 | i 2/5in90°% 43
Xz O, X Y2 =0,Cp = a———=—
3 T T
2
i
Y A3=%a3a:1,5a
X3 =2a+za--la
33
‘ 3| = 13a =a
Ys| o, /t - Y3 = 3°8=
X3 " X
le tableau N
Corps A Xi Yi Aj X AiYi
| 7,065a° [1726a  |1274a 12,194a° [9,08°
I -7,065a° [1a 0,425 a -157a°>  |-0,667a°
1 -15a  |2,667a la -4,0a° -1,50 a°
399 a° | 6,624 a° 6,833 a°
le résultat
n
y A.
} >N ; '™ 6,62a°
| o YA 3,995a
D =
/
17t (L A
J < YT 6 83303
_ Vo= = ~=171a
| 1,663 X ZAI 3,995&
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APPLICATION 3.2.:
Déterminer la position de centre de gravité de la plaque homogéne, fig. A.3.2.

A
a 2
/ LY
] ///////%%// N . //
o e

Fig. A.3.2

Solution :
Observation : la plaque a un axe de symétrie ; on choisit I’axe y comme cet axe,

donc X¢c =0

Ay 2
A;=2ada=38a
Xl = O
Vi C1 yi=a
"
’ 2 2
0,
\ CZJ A, = TR _ n4a
2 2
Y2 \ 83.
X y2=R—02C2=23.——
31
ﬁy Aj = ~ada=2a°
YaIST_—"lc, . ‘x 1
\ / =——a
TT Y3 3
le tableau
Corps A Yi AiYi
I 8 a’ a 8a°
T -6,28 a° 1,151 a -7,228a°
11 2a° -0,333a |-0,6673a°
3,72 0,105 a°
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n 1Y
LAY, 0,105a°
Yo = = 3’72 a2 =0,028a
a
A !
21: | \ c 0,028a
vl .

%/ X
\




