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8.

CALCUL PRATIQUE DES FORCES DE
LIAISON

8.1
POUTRES DROITES

La poutre droite est un corps unidimensionnel caractérisé par un
axe qui est une ligne droit et une secticn transversale.

8.1.1 Poutre droite simplement appuyée

Est une poutre droite avec un appui simple et une articulation, les
appuis étant SitUés aux extrémitgs.

EXEMPLE 1 :
Déterminer les réactions pour la poutre droite simplement appuyée, figure 8.1.

~q 10qa
13 jﬁ@
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| Ga J.oa | a |
@
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@

H, =

=8.
>

p
lr,=s

vV, =3.89qa V2=7.11an
Fig. 8.1

Caractérisation géométrique et statique :
G =3x1-(@2x1 + 1x1)=0 géométrique strictement invariable
E=3; N=3; E-N=0 Iisostatique
Le systeme'des équations d’équilibre :
ZX=0>>H;
X M1 =0>> V2
) M2 =0>> V]_
vérification : Xy
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2xXx=0 ;H;-10gacos30°=0 H, =8.7 0a
>M;=0; -(q6a) (a+3a)-10gasin30°8a+V,9=0 V,=7.11ga
>M,=0; +10qgasin30°a+(q6a) (2a+3a)-V;9a=0 V, = 3.890a
vérification. : Xy = 3.89ga + 7.11ga - 10ga sin 30° - (g 6a) =0

8.1.2 Poutre droite en console

Est une poutre droite qui a un appui de type encastrement a une
extrémite.

EXEMPLE 2 :
Déterminer les réactions pour la poutre droite en console, figuie 8.2.

Caractérisation géometrique et statique :
G;=3x1-(3B3x1)=0 géométrique strictement invariable
E=3; N=3;E-N=0 isostatique

Le systeme des €équations qa
d’équilibre : Y
2x=0 >> H, @
z Y= 0 >> V1
)y Ml =0 >> Ml
vérif. : X Mp
q
H,=1.5qa
e
\} A, =1.5002
V,=qa
Fig. 8.2 =4
1
2x=0 ;-H1+(Eq3aj=0 H, = 1.5ga
>y=0 ;V;-qa=0 Vi=0a
SM=0 ;M - (%q 3aj @ 3a) =0 M, = 1.5qa

vérif.: = Ma = 1.5qa” + (%q 3a)(§ 3aj- 1.50a3a=0
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8.1.3 Poutre droite avec console

Est une poutre droite avec un appui simple et une articufation
situent suivent axe.

EXEMPLE 3 :
Déterminer les réactions pour la poutre droite avec console, figure 8.3,

Caractérisation géométrique et statique :
G =3x1-(2x1+1x1)=0 géométrique strictement invariable
E=3; N=3; E-N=0 isostatique
Le systéme des
ROKN/m l30kN ¢quations d’équilibre:

] [] [ [] [ ] [] 1 [] [] [} EX:O >>Hl
% é}' EM:L:O >>V2
L2 1 4 | 4 ] SM;=0 >>V,
vérif. : Xy
@ /ZOkN/ml30kN ®
] [ ] ] [ ] [] [] Y 13 y ¥ 3
—
H1=OT )
V, =140kN V5 =90KN]
Fig. 8.3
2x=0 Hy=0
SM;=0; -(20x10) (5-2)-30x4+V,x8=0 V, = 90 kN
SM,;=0; (20x20)5+30x4-V;x8=0 V; = 140 kN

vérif. : £y = 140 - (20 X 16) —30 + 90 = 0

EXEMPL.E 4 :
Déterminer les réactions pour la poutre droite, figure 8.4.

Obseivation : 1’appuy simple (2) a une direction inclinée. L’inconnue R, est
décomposée en deux composants — verticale et horizontale.

Caractérisation géométrique et statique :

G =3x1-2x1+1x1)=0 géométrique strictement invariable

E=3; N=3; E-N=0 isostatique

Le systéme des équations d’équilibre:
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2x=0 >>H1

1
XM; =0 >R, % V/\Za::xo"

XM;=0 >V, |__ 2a _I_ a J
vérif. : Xy g
|
@ @ @

A A B c'

2xXx=0 ;H;-Ryc0s30°=0
>M;=0; -(q3a)l5a-2gax3a+R,sin30° x2a=0
>M,=0; +(q3a)(l.5a-a)-2gaxa-V;2a=0

H; =9.09 ga
R, = 10.5ga
V; =-0.250a

vérif. : Xy =-(q 3a) - 2ga - 0.25ga +10.5qga sin 30° =0

8.2
STRUCTURES

8.2.1 Structure simplement appuyée

EXEMPLE 5 :
Déterminer les réactions pour ia structure de la figure 8.5.

10pa

R

///f/// 4a 4a 4a

Fig. 8.5

Caractérisation géométrique et statique :

Gi=3x1-2x1+1x1)=0 géométrique strictement invariable

E=3; N=3; E-N=0 isostatique
Les €¢quations : >x=0 >> H,
2z M1 =0 >> V2
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ZMZ:O >>Vl

vérif. : 2y
10pa
‘ZOpa \ |
2a 10pa @ @ 4pa
|13,5p 2,5p
‘ 4a | 4a . 2a | 2a
\ \ \ | \
>x=0 ; Hy+ 10pa =20 H, =10 pa

>M;=0; -20pada + V,8a + (p4a)10a + 10pa2a =0 V,=25pa
>M,=0; -V;8a + 20pada + (pda)2a + 10pa2a =0 V;= 135pa

vérif. : Xy =135pa - 20pa + 25pa + (p4a) =0

8.2.2 Structure en console

EXEMPLE 6 :
Vérifier vos calcules, fig. 8.6 :
10pa
SN EEEEEE)
p
YA
=
‘ 4a | 4a | 4a ‘
| \ I |
Fig. 8.6

Caractérisation géométrique et statique :
G;=3x1-(3x1)=0" géométrique strictement invariable
E=3; N=3,E-N=0 isostatique
Le schéma de forces :
10pa

N lZOpa i |
ZaJ H, O, \4pa

Les équations et les résultats :
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2x=0 >>H1
2y=0 >>V1
ZM]_:O >>M1

vérif. : X Mp
A l0pa
20pa i B
2a{lopa (f;) t 4pa
20pa’
L6pa
‘ 4 | 4a . 287 2a

8.2.3  Structure avec trois appuis simples

EXEMPLE 7 :
Vérifier vos calcules, fig. 8.7 :
@: 10pa
R
ZaI © i @ —P
| =
| 4a | 4a ‘ 4a ‘
| | | |
Fig. 8.7
Le schéma de forces
[vs
©), 10pa
F X 20pa 4
22y, @ ©, Apa
V,
4a 4a . 2a | 2a

[ \

Caraci€risation géométrique et statique :
Gi=3x1-2x1+1x1)=0 géométrique strictement invariable
E=3, N=3; E-N=0 Isostatique

125
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2x=0 >>H1
EMA:O >>V2

2z M2 =0 >> V3
vérif. : Xy
Les i27pa
résultats : 31 1 Jpa

20pa i |

~N_“
za{lopa(:> @ Apa

8.3
POUTRES CONSSOLEE

EXEMPLE 8 :
Déterminer les forces de liaisons pour la structure de la figure 8.8.

~—P 1 10pa
) L A A R A A

-

(T> =(5)
— ©), ® @ 20pa?
Cda ba 2a ba 2a 2a
| | ] I E—
Fig. 8.8

Caractérisation géométrique et statique :
G1=3x3-(Bx1+2x2+1x2)=0 géométrique strictement invariable
E=3x3 " ; N=3+4+2; E-N=0 isostatique

I. En appliguant la méthode d’isolation des corps,

Le'schéma de feices est donne dans la fig. 8.8.a

La 'structure est composée par trois barres droites. La barre 1-2 est portée a
droite ; la baire 2-3-4 est porteuse a gauche et portée a droite ; la barre 4-5 est le
corps poiteur.

En appliquant la méthode d’isolation des corps toutes les forces de liaisons
(extérieures et intérieures) sont mises en évidence.

Pour chaque corps on va €crit trois équations d’équilibre.
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I
6pai
® [ i 1 n,
©
1 2
| 4a }Ba %Ba } 1
V, 8pai
H, Y H,
@ 'v@) @
3 4
2a  2a, 4a
I — 4 I
10pa
H4 J /7/5 H5
/;‘ \ 2 \)
\&20pa N\/ls
V4 5
2a | 2a
==
Fig. 8.8.a
Corps |
Yx=0 H,=0
YM;=0 V,20a—{p6a)(4a+3a)=0 V,=42pa
M,=0 -V;10a+ (p6a)3a=0 V;=18pa
vérification’:- 1,8 pa -(p6a) +4,2pa=0
Corps !
ZX:O Hz—H4:O H4:0
YM3=0-4,2pa2a+V,6a—(p8a)(da-2a)=0 V,=1,27 pa
dMy=0. 4,2paBa-Vzba+(p8a)da=0 V5 =10,93 pa
vérification : -4,2pa+10,93pa—(p8a)+1,27pa =0
Corps 11
ZX =0 H5 =0
Yy=0-10pa - 127pa + V5=0 V5=11,27pa2
YMs =10 pada +1,27 pada + 20pa’ + Ms = 0 Ms = - 65,08 pa

vérification : YM, = 20 pa2 + 11,27 pada - 65,08 pa =0
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I1. Ou, en appliquant la méthode mixte -
Le schéma de forces comprit seulement les forces extérieures . actives et de
liaisons (réactions), fig. 8.8.b.

4pal >\ 8pa| 10pa

©) | 1 [ S He

®.
L O @ O L’TMEH

3a 3a 2a 2a 4a 2a/ 2a
\ \ /

\ | |
\ \ \ \ \

Fig. 8.8.b

Pour calculer les réactions on commence aves les parties portées : 1-2, 2-3-4.

. 2 Mgh =0>>V,
Le théoréme de 1'équilibre des parties < 77 <
=M =0>>V;

Une fois les réactions sur les parties portées connues, il est possible de
déterminer les réactions sur la partie porteuse.

[Z:y:0>>V5
{3 x=0>>Hs
D> Mg =0>>M;

Le théoréme de la solidification

Vérification d’ensemble :
> M, =0 I’équation de vérification doit étre une équation de tipe moment

parce gu’une inconnue Mg est de tip moment.

Les résultats

4pa; 8pai 10pa

D | 1 | (1 ' /7@ \
i ©) ©), @ 20pa %5 1pa’

l.8p 10,93p 1127
3a 2a 2a 4a 2a  2a
\ \ \ \ \
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8.4
SYSTEMES DE CADRES (ossatures)

8.4.1. Portique a trois articulations, avec des appuis au méme niveau

EXEMPLE 9 :
Déterminer les réactions pour le portique a trois articulations de la figure 8.9.
P
S A A A A A A Y A A A A A A
4a
T i
c2a 6a | 4a - 2a
! | | \ |
Fig. 9.9

Caractérisation géometrique et statique :
G;1=3x2-3x0+2x3+1x0)=0 géométrique strictement invariable
E=3x2 ; N=2+2+2; E-N=0  isostatique

On applique la méthode mixte :

Le schéma des forces :
8pa T 7 Apa
| \

@
4a B
He 1O H: |®

A,

n2a 2a 4a . 2a ‘2a \2a

[ \ [ \ \ I \

a) Le théoreme de la solidification My =0>>V,

Vérification pour les forces verticales : >y
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SMP =0 >>H,

b) Le théoréme de 1'équilibre des parties
> MY =0>>H,

Vérification pour les forces horizontales : > x

—8pax2a —4pax8a + V,x12a =0
4pax4a + 8paxl0a — V;x12a =0

vérification : > y = 8pa — (px8a) — 9px4a) + 4pa =0
8pax4a —8pax6ba + H;x4a=0

—4pax?2a + 4pax6a + Hyx4a =0
vérification : > X = 4pa — 4pa =0

Les résultats :

3pa 4pa

4a

Bpa Apa

8.4.2. Portique a trois articujations, avec des appuis dénivelés

EXEMPLE 106 :
Déterminer les réactions pour le portique a trois articulations de la figure 8.10.

P ‘Zpa
VISP LLLLILILLLL

@

®
i

@ 2a

N o
11171177

2a 6a 22 | | Fig. 8.10
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On applique les mémes équations mais elles sont couplées deux par deux. La
vérification est au finale en appliquant le théoréme de la solidification:

M, =0
M, =0
e e

X
Vérification {Z
PR

Faire les calcules et vérifier les résultats :

T
8pa ™ 2pa pa
r (I i
// H3 @ ga
H]_ @ V3 ga
Vi
}Za }Za } 4a_4‘¥a%a}2a }Za }
8pa 2pa 2pa
' ¥ ]
®
2a
[ (O
) 2,714p
2714p | D 4857p 2
7.143p
2a  2a 4a  a ,a 2a  2a

8.4.3. Portique a trois articulations, avec des appuis totalement dénivelés

EXEMPLE 11 :

Déterminer les réactions pour le portique a trois articulations avec des appuis
totalement dénivelés de la figure 8.11.
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P
RN

® Oy

. ‘@
A
Y

2a 10a 12a
|

| |
\ [ 1

Fig. 8.11
On applique les mémes €équations, mais elles sont utilisées de la maniére
suivante :

{ZM‘” =0 S>>V,

ZMl:O >> H3
{ZM@’“ =0 Ve

DX
2y

Faire les calcules et vérifier les résultats :

Vérification {

L
12pa 4 12pa
| # ‘ | H,
@ ®
H WKL -
Vi
2a, 4a 6a ba 6a
<+ \ \ \ \
12pa 12pa
| ] | ‘ | 27pa

132
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APPLICATION 8.1.:

Déterminer les forces de liaisons extérieures (les réactions) pour la structuire
donnée dans la figure A.8.1

2pa
®
el _10pa
2a @ @
7;////// TITTTT
| 10a /4 23 /
Fig. A.8.1

Solution :

Caractérisation géométrique et statique :
G1=3x2-(2x3)=0 géométrique strictement invariable
E=3x2 ; N=2x3; E-N=0 Iisostatique

Le schéma des

forces :
2a
2 O
\4
T 10a
I
Les équations-: —10pax2a +H,x4a =0
2 Msp =0 >>H, —2pal2a +10pax2a + V, x10a =0
> M; =0 >>\/, —V; x10a + H; x4a — 2pax2a =0
D> M3 =0 oV H —V; x10a — 2pax2a +10pax2a =0
Y M, =0 e e
_________________________ Vérification :

Vérification : { Spa + 5pa —10pa =0
2.y 1,6pa + 0,4pa — 2pa =0
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Les résultats : ?2pa
Zaﬁ 10pa
2a 5 @ 5
L o2pa, DA, 1 3
1,6p 0,4p
10a 22

APPLICATION 8.2.:
Déterminer les réactions pour la structure donnée dans la figure A.8.2.

p
APV VLL I

2a| (2) /@D\\\~\ 2)4pa2

4

4a

4 6a I

} _
Fig. A.8.2

Solution :
La structure de la figure A.8.2 est composée par un portique encastrée porteur et
un portique a trois articulations portée a droite.

Caractérisation’ géométrique et statique :
G1=3x%x3-(3x1+2x3+1x0)=0 géométrique strictement invariable
E=3x3 ; N=2+2+2+3; E-N=0 isostatique

On commence les calculs avec la partie portée 1-2-3, en appliquant le théoréeme
de I’équiiibre des parties :

{Z M 2,gh — 0

S My g =0

Apres la structure porteuse, en appliquant le théoréme de la solidification :

>>H,\V;



Mécanique - Chapitre 8 Prof. Carmen Bucur

> x =0
>y=0
Z M, =0
Vérification : > My
4pa Bpa
Le schéma des | , P F 2
forces : T
2a / @%@\ 24pa’
T/ | )
/
4a /
N /Hl @ / —H4 @\) M4
V4 V,
2/ 22, 3a | 3a |
\ \ \ [ \

H;x6a —V; x4a + 4pax2a =0
2pa+V, —4pa—-6pa=0

M, + 24pa® + 6pax3a +4pax8a — 2pax10a = 0
>> H,=0,V, =8pa, M, =—54pa°

Vérification: —2pax4a + 4pax 24 — 6pax3a + 24pa’ + 8pax6a — 54pa’ =0

Les résultats :

4pa

4a

8pa

54pa?

135
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APPLICATION 8.3.:
Déterminer les forces de liaisons intérieures et extérieures pour la structure de la
figure A.8.3

p
RN RRRRRNN

2a @ @

Fig. A.8.3

Solution :

La structure est composée par deux portigques a trois articulations.

La structure 4-5-6 est totalement portée et la structure 1-2-3 est porteuse.
La structure portée forme un contour fermeé. Pour déterminer les réactions est
nécessaire d’ouvrir le contour.

On doit commencer - les  2a 2 3 | 3a

calcules avec la structure 4-5- ‘Zp;\ 6pa
6. Donc est nécessaire de | , |
déterminer des forces de B
liaisons intérieures dans les 2a H, @
articulations 4 et 6. al / He ®
- . . V4 /
Structure 4-5-6 — portique a -~ Ve
trois articulations avec des V.,
appuis dénivelés : @ H, Ve
Z M4 =0 a$ \ @ H6
i >> Vg, Hg ]
Z|\.45 =0 2a i
2Mg=0 | /®
St =g >> Vg, Hy  3a
Lzh S | Hi @ H» @
Vérification
{Zy V1 Vo

6a
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La structure 1-2-3 — portique a trois articulations avec les appuis au méme

niveau :
YM; =0>>V,
Z M3 - O >> Vl
Vérification pour les forces verticales : Dy
SMP =0 >>H,
S MY =0>>H,
Vérification pour les forces horizontales : > X
N }Za}Za}BE}Ba%
Veérifier vos Apa 5na
calcules : | i VAR N |
‘R
b)
2a 5pa @
a He_ |® 5pa
4,50
5,5
4.5p P
i Spa b,op
@), —=.
a% 5pa O . Hy
2a
> ®
3a
Hyo | @ 4333 4333p _|®@
Bpa ppa
4a 6a

APPLICATION 8.4. :
Déterminer l€s réactions en calculant le nombre minime des forces de liaisons
interieures, fig. A.8.4.

Soiution :

La structure est composée par quatre sous ensembles :

- la barre 4-6 est une barre droite avec des articulations aux extrémités pas
chargée - elle porte le nome « le pendule » et représente une seule liaisonne qui
a ladirection de la barre ; la force de liaison port le nome « effort axial » ;

- aussi la barre 3-5 ;
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- la partie 6-5 est totalement portée ;

- la partie 1-4 est simplement appuyée et portée a droite ;
- la barre 4-5 est totalement portée ;

- la barre 2-4 est une console - la structure porteuse.

® 16pa’

N o N\
)
2a (5)
" p, :§> 22
I S L
—)
4a )
_’
~|© @ ©
— —
T da | 8a /‘”
\ \ \
Fig. A.8.4
Le schéma A )
des forces : O 16pa
T '\k \\\
24 { Nys \ Hs @
Vs
//A_\\N4_6 e - V5
Tv(@ Ol

2‘% 4paJ} i /ﬁ\s\

N ‘
@/ HL@JMZ \/ ‘ \

V1 ,
. 4a 8a

Les équations :
D Mg =0>> Ny
La structure 5-6 dx=0 >>H;g
Z M6 = O >> V5
Vérification: )y

138
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La structure 1-2-3-4-5
- en appliquant le théoréme d’équilibre des partis :

SMI =0V,
- en appliquant le théoréme de la solidification :

dx=0 >>H,
dYy=0 >V,
dY>M, =0 >> M,
Vérification: > Mg
— N, x8a — 16pa® = 0
H5 =0 >>

—16pa’® + V; x8a = 0

N, =~2pa ; Vs = 2pa

® 16pa?
5 /\/I
a N4—/6 N',Zpa g |®
2pa
N4_\5 /'t'Zpa 2pa
@v] B! o
N A
2a . ©
4pa 2pa
SN & ﬂ;@\) 4pa
16pa’
Ppa )
4pa
. 2a | 2a P 8a

N,s X8a ~ 2pax8a =0
(pda)x2a -V, x4a =0

(pda)+ H; =0
2pa+ 2pa +V, + 2pa —2pa =0

—2paxda — (pda)x2a + M, — 2pax8a + 2pax8a =0
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>> H, =—4pa ; V, = —4pa ; M, =16pa*

Vérification d’ensemble : > Mc
+(p4a) x 2a—16pa” —2pa x 2a+16pa” —4pa x 4a—4pax 2a+ 2pax10a=0

APPLICATION 8.5. :
Déterminer les réactions en calculant le nombre minime des forces de liaisons
intérieures, fig. A.8.5.

10pal llOpa
T \
\\
6a
| 6pa ~ @ > 6pa
[ \)
10pa? I 10pa?
6a
\
\
| @ ©),
L
‘Za I2a ‘2a | 2a | 2a | 2a |
‘ [ \ \ \ [ \
Fig. A.8.5
Solutien<:

La structure est composée symétrique et chargée symétrique.

Onpeut faire ie schéma des forces par moitié parce qu’on connait que :

- les forces de liaison extérieures sont symétriques ;

- dans D’articulation qui est placée sur I’axe de la symétrie il y a seulement une
force de liaison intérieure — la force horizontale H (la force verticale intérieure
est nuile).
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Les équations :
> M, =0>>H,
dDy=0 >V,
> M, =0>>H;
Vérification: Y M

Le schéma des forces Les résultats
10pa 10paj
_ - ///,(:>
6a 6a
6pa <\ () H, bpa <\ () 11pa
N = ¥ 7/ ¥
10pa? | 10pa?
6a 6a
] H \® L e \®
1 10pa
c2a 22 4¥23 | 2a | 2a | 2a
| I / | | | |

—6pax6a —10pa’ ~10pax2a + H, x6a = 0
—10pa+V,; =0
—10pax4a + H, x6a — 10pa® + 10pax2a = 0

>> H, =11pa ; V; =11pa ; H; = 5pa

Vérification: 6pax6a — 11lpax6a — 1Opa2 + 5pax12a —10pax2a =0
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9.

POUTRES A TREILLIS

Poutre a treillis est un systéeme plan de barres liées entre elles
par des rotules et qui est lié avec le milieu extérieur par un
nombre de liaisons suffisant pour la fixer dans son plan, fig.
9.1.

Les poutres a treillis sont utilisées comme poutres pour les ponts de voie ferrée,
poutres pour les hales industrielles, pour les poteaux qui soutiennent les cables,
pour les grues, pour les coupoles des pavillons d'expaesition et pour d'autres
structures a grande portée.

panneau nceeud

membrure P1 @ @ r@ O

(semelle) Fg\f\\ / /I 109
superleure

(3)\®P O ® @membrure

diagonale (semelle)
D3 montant inférieure
Vag 17,9

Fig. 9.1

Les dénominations. caractéristiques sont: les nceuds, les membrures (semelles)
inférieure et supérieure, les diagonales, les montants, les panneaux [15].

Les nceuds sont numérotés; les barres portent aussi des nombres différents.

On remarque que ce systeme de corps peut €tre aussi composé spatial. Le terme
poutre 2 treillis est utiiisé seulement pour les systémes plans.

Aupoint de vu de la forme les poutres a treillis sont trés variées, fig. 9.2. Elles
peuvent étre classifices:

a) poutres & treillis simples, fig. 9.2.a

b) peuires a treillis composées, fig. 9.2.b

c) poutres a treillis complexes, fig. 9.2.c.
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p. triangulaire p. trapézoidale p. parabolique
(@)
MA
(b)
Fig. 9.2
9.1

HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Les hypotheses qui sont en générale faites pour le calcul des poutres a treillis
sont les suivantes :

1) Les nceeuds sont considérés comme des articulations idéales en permettant
sans aucune restriction la rotation, fig. 9.3.

REMARQUE :

En réalité, par la maniere de réaliser le nceud, la liaison empéche en certaines
limites la rotation; elle offie une certaine rigidité.

* L'effet de la rigidite’ des nceuds change les résultats dans des limites
acceptables, donc I'hypothese "le nceud = articulation parfaite” est utilisée pour
les poutres a treiliis avec une portée < 70.0 m.

@ @ ®

@ ®
G =

3

w

Fig.

2) Les axes des barres sont concourants aux nceuds (cela dépend de la solution
constructive).
3) Les barres sont des éléments droits entre chaque nceud.
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4) Les forces extérieures effectivement appliquées et les forces de liaison
extérieures agissent seulement dans les nceuds.

Les conséquences de ces hypotheses:

1. Toute barre d'une poutre a treillis est une barre qui a deux articulations a ses
bouts et aucune force entre ces deux points, fig. 9.4.a.

Ry @ @ -

\/\ ©) L= Ny
® A o

N1, = effort axial

a. 0.
Fig. 9.4

2. Chaque barre se trouve en équilibre sous I'action des forces de liaison dans
les articulations. Ces deux forces ont comme support lI'axe de la barre, fig.
9.4.b

Conclusion: Chaque barre d'une poutre a treillis est sollicitée par une force qui a
la direction de la barre, nommée effort axial, qui peut étre de tension ou de
compression.
Par convention on travail avec l'effort qui agit sur le nceud, pas au bout de la
barre, fig. 9.5.

R, @ @ R

N, @ 6 N, Dbarre

Ry @ D R
R ©) N; N; © R, nceuds
— Ot ———)
N D @ N, Dbarre

Fig. 9.5

9.2
CARACTERISATION GEOMETRIQUE ET STATIQUE

Pour qu'une poutre a treillis soit en équilibre, chaque nceud de la poutre doit étre
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en équilibre. Le nceud isolé est actionné par un systéme de forces concourantes
et coplanaires.
Dans ce cas on peut écrire deux équations d'équilibre pour chaque nceud:

n— le nombre de nceuds

2n— le nombre d'équations distinctes d'équilibre.

* LES INCONNUES

b - les efforts dans les barres (le nombre des barres)

I - les réactions dans les liaisons avec le milieu extérieur (r= 3, le nombre
minime nécessaire pour fixer la poutre en plan est 3).

2n=Db+r (9.1.9)
2n=b+3 (9.1.b)
= la condition pour que la poutre soit isostatique.

Exemple, fig. 9.6:
n=10; 2n=20

b=17}:20 ® ® ® ©

r=3

1

=@ ® O
Fig/ 9.6
Conclusion: la poutre est isostatique.
Attention! Cette relation est une relation quantitative, il faut faire attention a la

modalité de placer les barres. Par exemple, fig. 9.7: la relation (9.1) continue a
tre satisfaite mais l'ensemble n'est pas bien congu.
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9.3
METHODES POUR LE CALCUL DES EFFORTS DANS LES BARRES:!

Pour les poutres a treillis simples, les méthodes de calcul sont :
- la méthode des noeuds ;
- la méthode de la section simple.

Nous allons considérer une poutre a treillis avec 3 conditions extéricurs d'appuis
et la premicre étape est de déterminer ces 3 forces de liaison extérieures en
écrivant 3 équations d'équilibre pour I'ensemble de la poutre. On-applique le
théoréme de la solidification, fig. 9.8 :

Yx=0
2 Mg =0

vérification )y

1. Ua méthode des nceuds.

Chaque nceeud de la poutre est isolé. Il doit étre en équilibre
sous l'action des forces extérieures et des efforts des barres.

Dans chaque nceud, les forces connues et inconnues forment un systeme de
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forces concourantes en plans. Donc on peut écrire deux équations d'équiiibre
pour chaque nceud :

A [Dx=0
(nceud I){Zy 0

Soit la poutre a treillis donnée dans la figure 9.8. Dans quelques barres on aura
des efforts de tension, dans d’autres barres on aura des efforts de compression,
mais pour les calcules on considére les efforts inconnus commie des efforts de
tension, fig. 9.9. Bien sure qu’apres I’effectuation des calcules résuite le sens
réel des efforts (voire 1’application 9.2).

—
7o)
PO

N

@@@15@

Fi1g.9.9

Pour la poutre donnée on peut écrire 2x16=32 équations d'équilibre pour
déterminer 29 inconnues - les efforts dans les barres. La différence entre 32
¢quations et 29 inconnues représente 3 €quations qui doivent €tre satisfaites,
donc la possibilité de véritier les résultats.

REMARQUE:

La succession des nceuds n'est pas aléatoire. Parce qu'on peut écrire seulement
deux équations d'équilibre, 11 faut commencer et continuer par de noeuds ou il y a
seulement deux barres d'effort inconnu.

L'avantage de la méthode: elle permet de calculer les efforts dans toutes les
barres. Elle se'trouve a la base de tous les logiciels spécialisés dans le calcul de
ce type de structure en barre.

Le désavantage: le grand nombre d'inconnues qu'on doit déterminer sans avoir
la'possibilit¢ de vérifier la correction qu'a la fin.

2. La méthode de la section simple
Cette méthode utilise le théoréme d'équilibre des parties, en

comprenant par partie un ensemble de barres et de neeuds,
fig. 9.10.b.
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@

2 o | o
@w @ @-Hw

®©@ 00 ® @

Fig. 9.10

On pratique une section, fig. 9.10.a, qui deit'satisfaire les conditions suivantes:
1. La section doit diviser la poutre en deux parttes distinctes,

2. De sectionner au maximum trois barres d'effort inconnu.

On choit une de ces deux paities, fig. 9.10.b, qui doit étre en équilibre sous
l'action des forces extérieures {(connues) et des efforts dans les barres
sectionnées (inconnus).

Sur cette partie agisse un systéeme de forces coplanaires. On peut écrire trois
¢quations distinctes d'équilibre.

L'avantage de la.méihede: elle permet de calculer directement 1'effort dans une
barre sans connaitre les e¢fforts d'autres barres.
La méthode est aussi utiiisée surtout pour vérifier les résultats.

9.4
L'IDENTIFICATION DES BARRES AYANT L'EFFORT EGAL A ZERO

Il y'a les situations suivantes:

I.'Si dans un nceud se rencontrent deux barres de directions différentes, il y a
deux situartons:

l.a ' On n'agit aucune force extérieure, les efforts dans ces deux barres sont
égaux a zéro, fig. 9.11.a.
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N,=P
y N1 {ZX:O {Nl o
& >YY=0 y ?

ol X N X

NZ P - o2

N>

a. b.
Fig.9.11

o

I.b La force extérieure a la direction d'une barre; I'effort dans la deuxiéme

barre est égale a z€ro, fig. 9.11.b

I1. Si dans un nceud se rencontrent trois barres dont deux ontla méme direction
et la troisieme a une direction quelconque et sur le nceud 'n’agit aucune force
extérieure, fig. 9.11.c, les efforts dans les barres colin€aires sont égaux et

I’effort dans la troisiéme barre est nul.

APPLICATION 9.1.:

Déterminer les efforts dans les barres deta potitre a treillis, fig. A.9.1.a

6a

Les éetapes de calcul:
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1. Vérification de la condition pour laquelle la poutre est isostatique

2n(b+3) = 2x7 - (11+3) =0 géométrique : strictement invariable
2. Déterminer les réactions dans les liaisons extérieures. Le schéma des forces
est donné dans la figure 9.1.b

>Yy=0 >>V, =-8P

>M; =0>>H, =-11P

> M, =0>>H; =11P

Verif : > x

3. Identifier les barres ayant l'effort égal a zéro

Vi, =0-lecaslb : Vi34 = 0=lecasll

4. Déterminer les efforts dans les barres en utilisant une de deux méthodes de
calcul.

* en appliquant la méthode des naends

c0sB=0,447 ;sin=0,895 ; cosa=0,832 ; sin a=0,555
L’isolation du nceud 1 donne la valeur de ’effort N;_; =—11P

On peut passer au nceud 2 :

=0
(2) {%izo >>  Njy_3; Nyy
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N, 4 cosa + N, 5cosp —11P =0
8P —0—- N, sina— N, 3sin =0
>> N, 3 =111P ; N, , =12,62P

Maintenant le nceud 3 :

t N3 =0
© {ZX‘O Ns

>>  Ns s Ny N3 ¢
Sy=0 -6 i Nas e
_;b‘
'\l3 1 Q N3_s
N3 gcosa + N3 5 —111Pcosp + 11P =0
N; gsina + 111Pcosp =0
>> N3—6 - —1,8P , N3_5 = —9P

Le nceud 4

Le noeud 5

>x=0 ,
(5) >> N5_3 = |\~15_7 — —9P , N5—6 - 2P

>y=0

7-6
o
Ns_; J\b_ NE>Q @
D N 7-5
C)&P kp
Le nceud 7
>x=0
(7) { >>  N75 = N7g
2.y =0

—i\47_6 CoSa + N7_5 :O

L’équilibre’ du nceud 6 peut étre utilis€é comme
vérification :
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6) D> x =—12,61Pcosa + 18Pcosa + 10,81Pcosa = 0
>y =+18Psina —10,81Psina + 12,62Psina — 2P = 0

APPLICATION 9.2. :

En utilisant les schémas suivants déterminer les efforts dans les barresiotées de la poutre
a treillis de la figure A.9.2

Solution :
Vérification de la condition pour laquelle la poutre est isostatique
2n(b+3) = 2x16 - (29+3) = 0  géométrique : strictement invariable

e schéma des forces est donné dans la figure 9.1.b.
La détermination des réactions dans les liaisons extérieures :
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ZX = O >> H16

L’identification des barres ayant 1'effort égal a zéro — aucune barre

La détermination des efforts dans les barres en utilisant une des deux méthodes
de calcul.

Pour déterminer les efforts dans les barres 5-6 et 4-6 — la‘section a-a

ZMC :0 >> N5—6

a—a NG

N, g = 4P

cosa = -2 — 0447 sina =22 —0.894

a/5 a/5

On peut déterminer 1’effort dans la barre 8-9 en deux modes :
1) la section b-b pour déterminer I’effort dans la barre 7-9 et aprés 1’isolement
du nceud 9 pour détermiiner I’effort dans la barre 8-9
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Yx=0
2. Mg =0 >> N7 Sy =0 >> Ngy1 3 No g
a . 2.5a
COSYy = =0.371; siny = =0.929
YA W
a . 0.5a
Ccosf3 = =0.894: sinf3 = =0.447
b a+/1.25 b a+/1.25

I1) la section b-b pour déterminer 1’effort dans la barre 6-8 et apres la
section c-c pour déterminer I’effort dans la barre 8-9

2M7 :0 >> N6—8

d
Pour déterminer |’effort dans la barre N13—11L
12-13 — la section d-d @ @

ZMlz =0 >> Nyz gy a
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APPLICATION 9.3.:

Déterminer les efforts dans les barres notées de la poutre a treillis, fig. A.9.3.a

® ©

/171171,

6a

1 A

6a 120P |

\

\
1 \/(B)
T
}Ba }Ba }Sa }Ba }Ba %Ba }Sa |
a.
a < o Vo
H® O ® e © /O © h. H. ©
C'\/\(b 4% l 8/\(19'\/
« MNP N b o
1 ® ??\@ @ Ger
a\/ @ v]
6a LOP
C
1 a3 .3 /3 3a 3 e
e S LA I
Vg
3a 3a
b.
Fig. A.9.3
Solution :

Vérification de la condition pour laquelle la poutre est isostatique
2n-(h+3)y =2x15-(26+4) = 0 géométrique : strictement invariable

Observation : le schéma statique de la structure est un portique a trois
articuiations.
Le schéma de calcul est dans la figure A.9.2.b
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Les réactions dans les liaisons extérieures : du point de vue statique la structure
est une ossature avec trois articulations totalement dénivelées

SMP =0  >>V, =10P

> Mg =0 >>H, =(-)3P

SMI =0  >>Hg=(-)3P

> M, =0 >> Vg =10P

Verif : 3 x =3P + 6P —3P =0
Sy =10P — 20P +10P =0

Les forces des liaisons intérieures ont les valeurs Hy = -3P"; V. =10P
Les barres avec les efforts nuls sont 2-3, 3-4, 4-5, 5-6

10-11, 11-8, 8-9, 9-6

6-7

12-C; 12-B

Donc ’effort dans la barre notée © N, g = 0

La section a-a est utilisée pour déterminer les efforts dans la barre 5-7

a—a N

sin oo = 0,555
cosa = 0,832

~10Px%a + Ng_;cosax4a + N5_;sinax3a =0
>> N5_7 :18P

L’effort dans la barre 6-7 est zéro, déterminé avec les reégles connues de la
théorie. Si nous ne connaissons pas ¢a, on peut déterminer 1’effort dans la barre
6-7en deux modes :
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1) en appliquant la méthode
de la section — section b-b

Parce que I’effort dans la barre 5-6 est connu on écrit :
ZMC:O >> N6_7:0
i1) en appliquant I’isolement du nceud 7, -
Ieffort N;_g =18P f {79
z 0 04 04
X =
(7) {

>> N "N o
Zy:O 7-6 7-9 @

—N5_5cosa + N;_gcosa =0

>> N7_5 = N7_9 = 18P , N7—6 < O

Pour déterminer les efforts dans la barre 12-C, B-C et
B-13 on fait la section c-c; i’effort Ny, o =0
détermine avec les regies connues

{ZX # 0 >> NB—13

2y=0>>Ng_¢

—3P + :'\l B-13 COS'Y = 0

siny=0,894; cosy = 0,447

Si Deffort Nj,_c n’est pas connu, on peut le déterminer en écrivant une

équation de moment par rapport au point B. Il en résulte N;,_- = 0.
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10.

EQILIBRE DES FILS

Le fil idéal * est un corps matériel qui se caractérise par les propriétés

suivantes :

- il a une dimension, la longueur, beaucoup pius grande que les
deux autres dimensions de la section transversale --corps
unidimensionnel ;

- il est inextensible ;

- il est parfaitement flexible

* on peut considérer le fil comme uwn systéme de petites barres
rigides articulée entre elles [11,33].

L’¢étude de I’équilibre d’un fil comporte deux aspectes :
- la détermination de la forme d’€quilibre;
- la détermination de la tensicn:

Soit le fil AB, fig. 10.1, soumis aux forces distribuées p . Une partie PP'=ds
chargée avec la force élémentaire p-ds et les tensions T et T+dT, est en
équilibre. Les équations vectorielles d’équilibre sont :

B _
j R=0
d MP' = 0
d +dT
D p v
A oA
Fig. 10.1

Il en résulte -
- ’équation différentielle d’équilibre d’un élément de longueur ds :

—+p=0 (10.1)
ds

ou: T estlatension, tangente au fil
P est la force distribuée, qui agit sur le fil sur I’unité de longueur

- la tension a la direction de la tangente au fil.
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L’¢équation vectorielle (10.1) peut étre décomposée sur divers systeme de
référence :

1. sion prend un systéme 2. sion prend un systeme
cartésien intrinséque (Frenet)

P= I+Pj+Pk P=P t+P v+r>B[3

i(T—)+PX:0 d—T+PT=D

ds  ds ds

E(Td_y)_g_Py:O I+P\,=O

ds  ds p

d _dz P. =<0

—(T—)+P, =0 &

ds ( ds) ‘

ou p estle rayonde courbure

Fil soumis aux forces concentrées fig. 10.2.
D

noeud
B

P, Ps

Fig. 10.2

La forme d’équilibre est une ligne polygonale. Dans chaque point application
d’une force, la tension a une discontinuité.

APPLICATION 10.1.~

Pour le fil de‘la figurc A.10.1.a, on doit déterminer :
- les tensions ;
- la fengueur ;
- la fleche du point C

a | a | a

Fig. A.10.1,a
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Solution :
on exprime 1’équilibre pour I’ensemble, fig. A.10.1.b ; angle o est connu.

Fig. A.10.1.b

> X =0; —Tlcosoc + TBCOSy =0
> y=0; Tlsinoc+T35iny—3?P:0

> Mp =0; 2Pa+%—3aTlsina=0

5\5P J29p 2
le—, T3:—, 15 - —
6 3 5

fg—f 1
fo=a-tgy; tgp=-2-C="
c gy, 9B 7 10
L =AB+BC +CD ~3,2a

pour déterminer T, on‘isole le nceud B noeud B
> x=0; —T,coso+T,cosp=0 YA
P101 L T»
T2 = - m/)
6 B x
P

APPLICATION 10.2. :

Soit le fil de la fig. A.10.2, déterminer :
- les tensions dans le fil;
- la fieches dans les points B et D.

Solution :
Parce que le fil est composé symétrique et chargé symétrique, la forme déformée
et les tensions sont aussi symétriques.
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a a a a

Fig. A.10.6

On exprime 1’équilibre pour I’ensemble, 1’équilibre de la partie CDE et
1I’équilibre de nceud C;

noeud C
YA
Ty
erm Tl:T“:gP; TZ:ngP;
X 3
fg=fp=-a
P 4

On peut taire une vérification en exprimant I’équilibre de nceud B :

noeud B

yl\
c0s0O = ; COSQp =

4
o\ 5 V17
~T % g, 7, e

2 17

N | ol

p.d_g
5
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APPLICATION 10.3. :

Un fil a le poids total G et la longueur totale I, fig. A.10.3.a. Une partie du fil se
trouve sur un plan incliné avec I’angle o par rapport a I’horizontale et le
coefficient de frottement p; une autre partie de longueur I, est iibhrement
suspendue.

Déterminer la longueur 1;.

Fig. A.10.3

Solution :

Parce qu’on suppose que le fil est id¢al, les probiémes spéciaux qui apparaissent
dans son point de courbure {(au sommet ‘du plan) ne sont pas pris en
considération, fig. A.10.3.a.

indication : * GT est le peids de ’unité de longueur du fil

* 1’équilibre de 1a partie du fil qui se trouve sur le plan, s’exprime
pour les deux possibilités de la tendance de glissement

sina —ucosa Sin o + ucosa
| HESR <, <1 H

. 1 .
1+sino —pcosa 1+sino+pcosa




