CALCULUL PLACILOR PLANE SUBTIRI CU METODA
DIFERENTELOR FINITE

1° Scheme cu diferente centrale pe axa x.

Fie functia continud f(x), definitd pe intervalul [a,b]cR'; deoarece nu se cunoaste
expresia analiticd a acestei functii(care poate fi solutie a unei ecuatii diferentiale) se
va proceda la obtinerea derivarelor functiei in punctul x, cu ajutorul unei scheme cu
diferente finite(fig. 1).
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Figura 1. Schema cu diferente finite pe axa x.

Se noteaza: f=f(x)

fi=f(x1)= f(xo+Ax) 1)

£1=1(x.1)=f(x9-A)

f1,=t(xo+1/2 Ay)

f 1/2:f(X0- 1 /2AX)

£=1(x+2Ay)

f,=1(x0-2Ay)

etc.

Derivata de ordinul I se obtine aproximand tangenta la curba in C cu panta corzii
AB (fig.1).

2)

Derivata de ordinul II se poate definii si obtine prin trei procedee, toate conducand

la acelasi rezultat :
II.1 : fie aproximand f(x) pe intervalul examinat [X.;,x;] cu o parabola de ordinul

doi :



}(x)=ax2+[3x+8 .................................. 3)

Ex.A.l Sa se determine coeficientii a,f3,0, impunand parabolei sa
treaca prin punctele A,B,C, apoi sa se calculeze f''(X)o ; raspunsul va coincide cu
rezultatul

I1.2 : fie aproximand f(x) cu dezvoltarea TAYLOR 1n vecinatatea punctului Xy :

) fi= f(x0+AX)=fo+%*fO'(AX)+ %fo”(Ax)er ........... 3)

i) = f(xO-AX)=f0+%*fo’(-Ax)+ %fo”(—Ax)er ...........

Operatia 1)-ii) conduce la rezultatlfl‘l 2)f
’ P~ 1 -
fl-f_1:2f0 A = f() ZAX 2,1‘ep)

deja cunoscut pentru derivata de ordinul I :

Acestui rezultat 1 se asocieaza urmatoarea schema cu diferente :
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care trebuie “cititd” exact ca rezultatul din relatia 2)
COMENTARIU: casuta (sau “molecula’) din punctul O este libera de coeficienti de
lucru, dar punctul O este necesar pentru centrarea schemei cu diferente in dreptul
abscisel X.

Operatia 1)+11) conduce la derivata de ordinul II a functiei f(x)

Xo -

) s fl —2f0 + f—l
fi+£,=20t (A)” = £y = (Ax)z 5)
N fl — 2f0 + f—l
Rezultatului : f, — (A )2 1 se asocieaza urmatoarea schema cu
X
diferente :
" 1
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I1.3:fie utilizdnd schema cu diferente centrate pe semipasul %Ax :

df . df | fi -ty fo -1,
d’f, d df dx MotyAx dx XoyAx Ay Ay
— Ixm T () [x = = =
dx? = dx dx 2A, Ay
f; —2fy +f
1 0 5 L. (5,rep)
(Ax)
Derivata de ordinul IIT se obtine cu relatia de definitie: f(')" = di (f(.;()) ‘Xo (7)
X
" f —2f " —
X128 | ntroducand expresiile ] = 2—21+f0si f ;= fo 2f_21 i
A A%

sa se obtina rezultatul:

X
o o2 —2f 4 w1 :
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Derivata de ordinul IV se obtine cu relatia de definitie:
v d?(d%f £ —2fy +f
fo = —2 —2 ‘X = ) (9)
dx” | dx 0 A%
Fx 123 S Introducand expresiile cunoscute pentru f; , fy si £, si se obtini
rezultatul:
f_, —4f_;+6fy —4f; +f
v s et dhete gy L (OO OLHD),
AX AX < -
5A« (10)
2° Scheme cu diferente cent%leﬁlanul xy (fig. 2)
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Figura 2. Scheme cu diferente pentru functia F(x,y)

a) Puncte de sprijin pentru schema numerica

b) Numeeerotarea punctelor retelei
2°1 Schemele cu diferentele pe axa y se obtin prin rationament identic celui utilizat
pe axa X; se prezintd numai schemele asociate derivatelor partiale ale functiei
continue F(x,y) in raport cu variabila y:

OF
—|g=—o
oy
Fiy)  (11)
Nota: In notatia F N )Y simbolul ¥ semnifica variabila care nu intervine in

calculul der1vatelor partiale ale functiei F(x,y)
10
O%F 1

= FOREEIN

o = 0 | SA, | Fxy) (13)

e
Qo F(*, Y) (14)
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Domeniul de definitie al functiei F(x,y) este ““acoperit™* in planul Oxy cu o retea

ortogonald (caroiaj) avand ochiul de retea A A, (fig.2b). Punctele de intersectie sau
“nodurile™" retelei sunt numerotate 0,1,2,...... ,12, In conformitate cuschema de

aproximare prin diferente finite asociati operatorului biarmonic V*F(x,y). Derivata
partiala mixtade ordinul II se obtine astfel:
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2°2 Derivatele partiale mixte

O°F| _ofoF
oxoy|*070 oxlay ) 10 2A, 2A,
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Derivata partiald mixta de ordinul I'V se obtine astfel:
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3° Operatorul V*w(x,y) pentru metoda diferentelor finite (MDF)
Schema cu diferente finite asociatd ecuatiei diferentiale a placilor plane subtiri (in
formulare LGK),

otw o*tw N o*w _ p(X,y)

Viw(x,y)= +2 (17)
ox*  oxPoy oyt D
se va construi raportul: r=%<1 <Ay=rAx (18)
X

3°1 Utilizand schemele cu diferente prezentate pentru functia F(x,y), putem obtine
direct termenii ecuatiei (17) ; acesti termeni sunt multiplicati cu factorul (A4y) din
ratiuni care pun in evidenta raportul r din relatia (18) :
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Insumand termenii relatiilor (19)- (21) transcriem ecuatia diferentiald a placilor
4 4 4 A X,
sub forma: (Ay”) 0w +2 o'w n 0w _ ( y)p( )

In reprezentarea schemei numerice asociata partea din stanga se prezinta astfel:

(22)



(Ay )V w(x,y)=

(A" Viw= (24)

O ke

COMENTARIU: Proprietatile de simetrie ale operatorilor schemei cu diferente
finite, asociata ecuatiei placilor [(17) , (23), (24) ], au facut irelevant sensul
axei 'z (care se prezinta diferit pentru F(x,y) — fig.2 si pentru w(x,y)). Acest sens

(AY)P(X,Y)

D
4° Conditiile de rezemare ale placilor scrise in diferente finite
Se prezintd doua dintre cele trei tipuri de rezemare (fig. 3a): latura simplu rezemata
si latura incastrata.
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Figura 3:Conditiile de rezemare scrise in diferente finite
a) tipuri de rezemare

b) latura simplu rezemata (sau articulata)

c¢) latura incastrata
COMENTARIU: Cazul "‘margine libera"" a placii impune conditii la limita
exprimate in eforturi (Kirchhoff); scrierea acestora in diferente finite impune
dificultati care fac schema cu diferente mai laborioasa; cazul ““margine libera’ " nu
este dezvoltat aici.
4°1 Latura simplu rezemati (fig. 3b)
Notatii: i= punct (nod) interior

c= punct (nod) pe contur

e= punct (nod) exterior
Conditiile de rezemare sunt:

W=0
o o
—;V . =0 (cazul b)) sau —;V . =0 (cazul by) (25,1,2)
oy ox
Conditiile exprimate prin derivate partiale se scriu:
o 8 — 2w, +w;
;V ‘c: ;V ‘c=0:>we ch Wl:O:>w€=—wl- (26)
oy Ox Ax

unde A« reprezintd Ay sau Ay, dupad caz.
4°2 Laturd incastratd (fig. 3b)



Conditiile de rezemare sunt:

W.=0

ow ow

— |, =0 (cazul ¢;) sau — ‘c =0 (cazul c,) (27,1,2)
oy ox
Conditiile exprimate prin derivate partiale se scriu:

o — W
a—w\ :—W\ =0 = 2e M _ o= fw, = w, (28)
o ¢ oax ° 2A+

5° Exemple si exercitii

5°1 Exemplu (fig. 4): placi pétratd, incastratd pe contur, incarcard cu sarcind
uniform distribuitd p(x,y)=const.=p,

Rezolvarea problemei cu metoda diferentelor finite (M.D.F.) consta in scrierea unui
sistem liniar de ecuatii si rezolvarea acestui sistem pentru obtinerea solutiei
numerice w.

. . ER
Datele problemei sunt: a, pg st D=—2
12(1-77)
Figura 4. Placa patrata (a*a), Incarcata cu sarcind uniform distribuita py
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Solutia se obtine cu MDF alegand pasul retelei (caroiajului);

A=AX=Ay=% (29)

COMENTARIU: o divizare mai fina (de exemplu: %) ar conduce la o solutie w

mai apropiata de solutia exacta (in acest exemplu solutia exactase poate obtine cu
. : . . : o a
serii duble Fourier); pe de alta parte, o derivare mai grosiera (de exemplu: A=§)

ar simplifica efortul de scriere a ecuatiilor MDF si ar reduce timpul de calcul pentru
obtinerea solutiei numerice w-dar cu pretul departarii de solutia exacta.

Proprietatile de simetrie pe care le poseda problema data ofera posibilitatea retinerii
a numai 10 necunoscute ; nodurile marcate (°) sunt prezentate in figura 4 numai
pentru inlesnirea scrierii sistemului de ecuatii

[Alao#10)1W 1041~ {b} (10#1) (30)

Operatorul schemei cu diferente finite (24) se‘ aplica, succesiv, nodurile 1,2,...10

ale caroiajului retelei, asezand molecula @ peste nodul respectiv;
,O

Ecuatia 1:
polt
20w -8(WtWortwotwy) + 2(Witwstwstws) + 1(wytwyatwytwy) = 0
Ecuatia 2:
poA*
20W2-8(W3+W3+W1+W4) + 2(W2+W2+W5+W5) =+ 1(W2+W7+W5+W5) = 0—
Ex 174 < Sa se dezvolte cele 10 ecuatii ale sistemului algebric (30) ; sz se
verifice rezultatele obtinute prezentandu-le, dezvoltat, astfel:
20 32 8 4 0 O O O O O [ fw ) (1 )
-8 2516 -8 4 0 1 O O O W) 1
2 -16 22 4 -16 2 0 2 0 O W3 1
1 -8 4 20-16 2 -8 4 0 O Wy 1
4
0 3 -8 8 23 -8 2 -8 3 0 <w5>=p°§<1>
O 0 -14 2 0 200 4 -16 2 We 1
o 1 o0 -8 4 0 21-16 2 O W7 1
o o 1 2 -8 2 -8 22 -8 1 Wg 1
o o o0 o 3 -8 1 -8 23 -8 Wo 1
L0 0 0 0 0 2 0 2 -16 221 Lwy,y (31" 1/




Multiplicatorul matricei-coloana {b}¢+; se poate exprima in functie de a :

4 4 4
PoA _Pod _ Po4 (32)
D 84D  4096D

Fx 125 S Rezolvand sistemul de ecuatii (31) si se obtina rezultatul
(=solutia w):

4 4

wi=8,412%10" % w6=5,118*% 107
wo=7,634%¥10" w=1,499* 10"
wy=6,767%¥10" wg=1,609* 10
w,=4,870¥10" wo=1,705* . 10
ws=4,933*¥10" wi=0,517* ,  10™

Indicatie: se recomanda utilizarea Mathcad, care furnizeaza solutia sub forma:
w=A"b.
5°2 Eforturi sectionale.
Formulele de definitie ale eforturilor sectionale pot fi prezentate folosind schemele
cu diferente asociate, dupa cum urmeaza: @
2 2 1
0=—D[6V2V PRV J:—D — +2
ox o Ax Aj

M 2
o Oy

X

\]

2
My‘ =—D(a Wty
0

O*w D(1-v)

M - _
0x0y 4A A,

Xy

=-D(1-v)

0




Exemplu: calculam M |

. ,unde ¢ = punct situat pe contur, pe axa x (fig. 4)

w,—2wW_+Ww,

Rezolvare: M, | :—D( -
¢ A

+%(0—2x0+0)]=—1—?w7:

4
__2D *1,499—p(l);l #1074 =2%82%1,499 %107 poa® =1,9187*1072 pya?

&)

Fx 12.6 S

Sa se calculeze M y‘l si sa se arate ca, pentru cazul dat, (fig. 4),

My|,=M | Mo

/|

Fx 1278 Sa se calculeze Mxy‘lo(momentul de torsiune maxim se dezvoltd

din punct de vedere teoretic_in coltul pacii).



