2. Elemente 1D. Elemente de bara si grinda

Analiza statica liniar elastica

Numeroase probleme de analiza a structurilor pot fi incadrate in tipul de analiza
statica liniar elastica, care are la baza urmatoarele ipoteze:

1. Deplasari si deformatii mici (delpasarile deformatei structurii sunt mici, iar
incarcarile igi pastreaza directia,sensul si punctul de aplicatie)

2. Materialele au comportare liniara (valabila legea lui Hooke)

3. Aplicarea statica a incarcarilor (incarcarile sunt aplicate de lent pe structura)

In majoritatea cazurilor intalnite in exploatarea constructiilor, analiza liniar
elastica poate furniza informatii cu o buna aproximatie asupra comportarii
sub incarcari a structurilor.

Cele mai multe situatii de proiectare au la baza acest tip de analiza.

Analiza liniar elastica reprezinta o baza pentru analizele neliniare.



Elementul de bara
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Caracteristici:
I Lungimea barei
A Aria sectiunii transversale
E Modulul de elasticitate longitudinal
= u(x) Deplasarea in lungul axei barei
&= e(x) Deformatie specifica

g = o(x) Tensiuni



Relatia dintre deformatii specifice si deplasari:

du
£=—

(X

Relatia dintre tensiuni si deformatii specifice:

c=E¢

Metoda directa de determinare a matricei de rigiditate

lpoteza de baza: deplasarea in lungul axei elementului variaza liniar:

u(x)
(. x | X
u(x) = | 1——ju; +—u;
. L.-' I l »
Rezulta: ) )
M, A
£ =— =—
L L A - deformatia axiala
EA
g=FEe=—



Este cunoscut ca:

o F unde: F este forta axiala
A
Rezulta:
F=EAa_ia
L
EA . . |
unde: k = — este rigiditatea axiala a barei
L

Elementul de bara se comporta identic cu elemntul de resort si in
consecinta matrice de rigiditate a elementului este:

(B4 _E4
-k k| |_E4 Ed
L L




Ecuatia de echilibru a barei rezulta:

Ef 1 -1)fu) _[£)
L!-1 1 [.u;

Gradele de libertate: numarul de componente ale vectorului deplasarilor la
un nod al elementului

Pentru elemntul 1D — bara: 1 grad de libertate pe nod

Semnificatia fizica a unui coeficient din matricea de rigiditate:

Una din coloanele matricei reprezinta fortele care se dezvolta la nodurile
elemntului obtinute prin impunerea unei deplasari egala cu unu la unul
din capete, celelate deplasari fiind mentinute egale cu zero.



Metoda energetica de determinare a matricei de rigiditate
Matricea de rigiditate a elemntului de bara va fi determinata utilizand o
abordare formala ce are la baza conditia de de echilibru elastic exprimata prin

lucrul mecanic virtual: lucrul mecanic al fortelor interioare este egal cu lucrul
mecanic al fortelor exterioare.

Se definesc doua functii de forma cu variatie liniara:
N (D) =1-¢ N(D=¢&

_ .
unde: é':E- D=£F<1

Deplasarea in lungul elementului se pot scrie sub forma:

u(x) = (<) = N:(Sw, + N (D,

sau in forma compacta:



Deformatiile specifice pot fi scrise ca:

1 T 7]
di qd ..
E:—:[Tl\ u=Bu
ao

ax |

unde B este matricea ce exprima deformatiile specifice in functie de deplasari:

—[‘ﬁ:«:} N(9]= ,.[:f{r:"} N, m]

[
=

si efectuand derivatele:

B=[-1/L 1/I]
Tensiunile pot fi scrise ca:
g=Eeg=FEBu
Lucrul mecanic al fortelor interioare (energia de deformare) are expresia:
1

1 1 [, . ; -
U= EJ. oledV = EJ‘[_HIEIEBHFI*’ = ?“T{J. LBIEE:HI’ }“
d
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Lucrul mecanic al fortelor nodale este:

.1 1 1 1
]5“1 —E__,i":.-.!'{_,—Ej:.HI;-—Ellf

Conform principiului lucrului mecanic virtual: U = W

i

luT J.l:'BTEB}iF u= lqu de unde rezulta:
9 R 7
| F

| (BTEB)V m=f
| o o

sau in forma condensata:

kun=1

unde: k= J.['BTEE‘HF este matricea de rigiditate a elementului
-



Expresia matricei de rigiditate:

k = [ (B"EB IV

are un caracter general si poate fi utilizata pentru orice element finit.

Pentru elementul de bara rezulta expresia matricei de rigiditate:

L. 1T S
k= [J l‘*E[— 1/L 1/ .E]:L:&: E

care este aceeasi cu cea determinata pe cale directa.

De remarcat ca lucrul mecanic al fortelor interioare (energia de deformare)
poate fi expimat prin intermediul matricei de rigiditate:

1
IU=—u"ku
2



Tratarea incarcarilor distribuite

q
. - qL/2? qL/2
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X ] ! J

Incarcarile uniform distribuite Tn lungul axului elementului pot fi nlocuite cu un
sistem de forte echivalente aplicate la nodurile acestuia. Aceste forte
echivalente se determina pe baza lucrului mecanic produs de forta distribuita:
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Elemente de bara in plan sau in spatiu

a) Cazul barei in plan

- X
Local Global
X, ¥ XY
H; ‘L MLV,
1 gl la nod > 2gllanod




Relatii de transformare:

I.H_I. ]

w, =u; cos@+v, sind=[1 mly "¢

v, ] unde [=cosf, m=sind.
. , (. |
vV, =—u; s+ v cosd= [— i F]-i '
L-i"r' J
in forma matriceala:
] . | I m||u ) ] |
1 0= y sau in notare compacta: u, = Tu,
v |-m 1]|v]
. lom) )
unde matricea de transformare T= | ] este ortogonala:
—-m

adica: T1'1=7"



Pentru cele doua noduri ale elementului rezulta:

(w] [ 1
; v, | —m
I_HI:I. 0
;) L0

m 0 0
I

o 1 m
0 —-m 1]

sau n =Tu

Matricea de rigiditate a elementului in sistemul de axe global

In sistemul de axe global matricea de rigiditate are expresia:

k=T
si explicit:
-
K — E4| fmq
L |-
L —Im

KT (vezi MGD)
Im —I° —Im|

m —=Im —m

~Im I’ Im

—m~ Im m

unde | si m sunt cosinusii directori
si au expresiile:

X - X

g T

| =cos8 =

Y. -F

i

m=smf=———
L



b) Cazul barei in spatiu

Local Global
X, VI XV Z
v, W, WLV LW,

1 gl pe nod 3 gl pe nod

Matricile de rigiditate sunt calculate in sistemul local de axe, transformate in
sistemul global de axe si apoi asamblate.

Determinarea tesnsiunilor la nivelul elementelor
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Problema 3 - sistem de bare in plan

Cele doua bare au aceleasi caracteristici
geometrice si de material (E,A,L).

Se cere deplasarea nodului 2 si tensiunile
in cele doua bare.

In sistemul de axe local matricile de rigiditate a celor doud bare sunt:

. 1 -1 .
. "
Li-1 1 i



Matricile de rigiditate in sistemul de axe global sunt:
Elementul 1

5
@ =45°, f=m=T"

(1 1 -1 -1
E4| 1 1 -1 -1

k, =Tk T, =—
; 2L -1 -1 1 1
-1 -1 1 1
Elementul 2
. =
0=135. 1=_Y2 =2
2 2



Asambland matricea de rigiditate a strucurii rezulta:

U, v, U, vV, U3 V
1 1 -1 -1 0 O

1 1 -1 -1 0 0|l
-1 -1 2 0 -1 1|
1 -1 0 2 1 -1fwn]
0 0 -1 1 1 -1|u
0 0 1 -1 -1 1|y

L SL73)

i

- |

X

R

r
Conditiile de rezemare: U =V, =u; =v; =0,

Conditiile de Tncarcare: Foy=HR. F)y =P

Eliminind liniile si coloanele aferente deplasarilor egale cu zero, rezulta:

s 213

si rezolvand sistemul de ecuatii:
Jf'”: | } B l
v, E4lR]



Tensiunile aferente celor doua bare au valorile:

o)
/ 0 /2
gl_E:[_l ~1 1 i' .,.=“_'(p_p|
L2 E4A|P| 2.

ey
P
I Bl 2 |
o =22 -1 o1 22 Y2(pop)
- L 2 EA|0| 24 ~ °
._0_1
Observatii:

1. Expresiile tensiunilor sunt aceleasi cu cele determinate prin teoria
liniara a barelor

2. Pentru determinarea tensiunilor este necesar a determina in prealabil
deplasarile, deci MEF apeleaza la un model deplasare.



Elementul de grinda in plan

Caracterisitici:

L

I
E

v =1v(x)

poi

dx
F =F(x)
M = M(x)

lungimea

momentul de inertie al sectiunii transversale
modulul de elasticitate longitudinal

deplasarea transversala a axei grinzii

rotirea sectiunii in taport cu axa oz

forta taietoare

moment incovoietor in raport cu axa oz



Elemnte de teoria incovoierii grinzilor:

d*v
El—= M(x
I (x)

X

Metoda energetica de determinare a matricei de rigiditate

Se va aplica formula:
L
k= J'Efﬂmdx
0

Pentru aceasta se aleg functiile de interpolare a depasarii transversale ce

corespund solutiei ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate (vezi MGD):
-

. . 110

v(x)=Nu =[N/(x) N,(x) Ny(x) N,(x))5 0

a.

J




unde:

12 0.2
N(x)=1-3x" /L +2x° /LT ™“I~Nla  « 0]
0.8
.-?"'-'r: (x ;II =x—2x"/L+x* /L 0.6 0.0
N,(x)=3x"/L-2x"/O 3: e "
N,(x)=—x /L+x' /L “%0 0z o4 o5 o3 10 %0 02 04 o8 o5 1o
xlh xih

sunt parabole cubice si reprezinta deformate ale grinzii din deplasari / rotiri
unitare ale capetelor acesteia.

Trebuie remarcat ca:
N, +N, =1
N, +N,L+N,=x

ceea ce confirma ca ele contin si deplasarile de corp rigid ale grinzii

Curbura grinzii se exprima sub forma:

-

f:.-ﬂvz d-

dx”  dx

Nu = Bu

| ]



Unde matricea de transformare a deplasarilor in deformatii specifice este:

LN-[M) M) M) M)

_[ 6 12x 4 6x 6 I2x 2 m}

B =

= . - - —_t—
L L I I I L I

Lucrul mecanic al fortelor interioare (energia de deformare) are expresia:

'[cr edV =— '[-[| My | —[-?L’f Adx
d (d* 17
=%I M’ —Md -—Il—‘j El == ‘ ;ch =;_[{Bu}‘rEI(Bu}a'r
- %
1
=Su IB EIBdt u

Rezulta ca maricea de rigiditate a unui element de grinda este:

k= JEIEIEHTI



Prin efectuarea integralelor se obtine relatia de rigiditate pentru elementul de
grinda solicitat la incovoiere:
v, a8 | &

J J
12 6L -12 6L [v.] [FE)
EIl 6L 4L —6L 2L el M|
r|-12 -6L 12 —6L|v,|[ |F |
6L 2 -6L 4L’ ||6| |M,|

Combinand rigiditatea axiala (vezi elementul de bara) cu rigiditatea la incovoiere a
grinzii se obtinematricea de rigiditate generala a elementului 2D de ginda:

u, v, &. u; v, &
Mo 0o -H 0
L L |
0 12EI  6EI ., 12EI  GEI
r r r r |
0 6EI  4EI  GEI 2EI
k= L L r L
|_E4 o EH 0
L L
o _12EI GEI 12EI  GEI |
L L L r
0 6EI  2EI ., GEI 4EI

| I 3 L L |



Observatii:

1. Solutia obtinuta cu EF este aceeasi cu cea obtinuta pe baza teoriei
grinzilor cu conditia ca intre cele doua noduri incarcarea q(x) = 0.

Astfel ecuatia fibrei medii deformate:

Er9Y - o)

are ca solute pentru deplasarea transversala o parabola cubica daca q(x) =0

si care in aceasta situatie corespunde functei alese la formularea elementului.

2. Incarcarile distribuite se inlocuiesc ca forte nodale echivalente:

RARRARANANAS

i X L J

qL/2 gL/?
gLY/12 d . bql_:m
- j

1

Fortele nodale echivalente se pot determina prin lucrul mecanic al fortelor
distribuite.






Problema 4 - sistem de grinzi in plan
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P=5S0KN. k=200kN'm. L=3m.
E=210GPa, I=2x10"m"

Sistemul are un reazem simplu la nodul 2 si un resort la nodul 3.

Modelul cu EF cuprinde 2 elemente de grinda si un element de resort.

Elementul 1 — matrice de rigiditate in coordonate locale

v, &
" 12 6L
o 6L 4I°
Uil o122 6L

6L 20

v, &,
-12 6L
-6L 2I°

12 —-6L
—6L 4L |




Elementul 2 — matrice de rigiditate in coordonate locale

V; &, V3 &

12 6L -12 6L

Efl 6L 4L —6L 2I°

K =Tl-12 6L 12 -6rL
| 6L 2I' -6L 4L

Elementul de resort — matrice de rigiditate

v,

a

v,

S

Adunand aceste matrici de rigiditate in sistemul ecuatiilor de conditie cu
elemente finite, se obtine:



4
2 6L -12 6L O 0 0w [Fyl
A —6L 2L 0 0 0 |8 M,

Ef_ 24 {}‘ —12 ;SI; 1:' 'i.: _;-ng' d | kl: LJI
JE 8 —6L 2L 0 [&[=1M, unde: I
12+k' —6L —k'||v, F,

4 0 ||8 M,
_ simetric E|lv,] |Fgl

Se aplica conditiile de rezemare:
v, =0, =v, =v, =0,
si de incarcare:

M, =M, =0, F,=-P

Prin anularea liniilor si coloanelor 1,2,3 si 7 rezlta sistemul de ecuatii redus:

H'sf 6L 2718 [0
LEL _'EFL 12—;{‘ —IISL {1___!3 :_= _P}
2 6L 4L |lg) [0 |




Rezolvand sistemul de ecuatii rezulta deplasarile nodurilor 2 si 3:

| : (6,] [-0002492 rad)

Iy lz_ PL 1 sau: v, 1 =4 —001744 m
T EI2+ 'Ic)} ] ' N |
;) 16,/ |[-0.007475 rad |

si din sistemul de ecuatii se determina reactiunile:

(F.] [ -69.78kN
fM | |-6978kN-m
F.| | 1162kN |
\F,,] | 3483kN
Verificare:
09.78 kN S0 kN
¥
69.78 kKN-m I

116.2 kKN 3488 kN



