3. Probleme bidimensionale (2D)

Elemente teoretice de baza

Starea spatiala de tensiuni si deformatii specifice poate fi definita prin sase
componente: -

,,0,,0..7_.7_, T, pentru tensiuni

Exe By Ern Vs Vane Vi pentru deformatii specifice

In anumite conditii, starea generala (3D) de tensiuni si deformatii poate fi
simplificata prin reducere la doua dimensiuni (2D).



Categorii de probleme plane (2D)

a) Starea plana de tensiuni

o =7_=7_=0 (¢.#0)

O structura plana cu grosime constanta, incarcata in planul median al
structurii (de regula planul xy):

¥ y

b) Starea plana de deformatie

E,=Fe=Fy,=0 (o, =0)

O structura dezvoltata intr—o directie (lungimea — axa 0z), cu sectiune transversala si
incarcare constanta in directia lungimii. Pentru calcul se considera o sectiune din
structura de grosime unitara:



Sectiune cu

grosime = 1 @
-

Structura dezvoltata
in directia oz

Relatiile dintre tensiuni si deformatii specifice

Pentru materiale izotrope si comportare elastica:

£ IYE —-v/E 0 ||lo | |&,
& r=|—w/E 1/E 0 | O, r+3 &, |
¥, L 0 0 VGt |7

sau .E‘=]':_]-._-‘T—.E‘5

Unde E = modulul de elasticitate longitudinal, G = modulul de elasticitate
transversal, v = coeficientul lui Poisson si €, = deformatii specifice initiale,
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(materialul este definit prin doua constante)



Rezolvand relatia de mai sus, se obtin tensiunile functie de deformatii:

.’-:7*} [T 0 I sﬂ e, w.

I -E' 1 I
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unde: o, =-LE&. reprezinta tensiunile initiale

Relatiile de mai sus sunt valabile pentru starea plana de tensiuni. Pentru cazul
Starii plane de deformatii constantele materialului se vor inlocui cu:
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si astfel relatia dintre tensiuni si deformatii devine:
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Relatiile dintre deformatii specifice si deplasari
Pentru deformatii si rotiri mici, sunt cunoscute relatiile:
i a4 Al &
e f =

: — - STz T
i |'.'--.;|:- ¥ ":al ¥ If-:{ If-:"l:-
sau in forma matriceala:
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Ecuatii de echilibru

Conform TE, tensiunile trebuie sa satisfaca ecuatiile de echilibru:

e T
ﬂ_* + E'lf +f, =0
h unde f, si f, sunf forte masice / m?
T, oa,
-1 + =5 _l.llll = D
& &

In MEF aceste ecuatii de echilibru sunt satisfacute in mod aproximativ !!!



Conditii de margine

H="m, v=T, conditii in deplasari pe S,

f =F. t =F. conditii in tensiuni pe S,

In MEF, toate tipurile de incdrcari(distribuite pe suprafata, forte masice, forte
concentrate etc.) sunt convertite in forte echivalente concentrate la noduri.



Formularea cu elemente finite a problemelor 2D

Deplasarile u si v din interiorul elementului sunt interpolate in functie de
deplasarile nodurilor prin functii de interpolare (de forma) sub forma:

jul [ 0 N 0 ] ] ndensat: u=Nd
= B ! 5 : ES &
‘.‘IFJ I 0 ."l"': 0 .'\*1. . |-'! “‘ Sau CO e Sa

- s — 11-:

Unde: N este matricea functiilor de interpolare, u este vectorul deplasarilor, d
este vectorul deplasarilor nodurilor elementului.

Pe aceasta cale s—a considerat ca deplasarea u a unui punct din interiorul
elementului depinde numai de deplasarile u;ale nodurilor, iar deplasarea v a
unui punct depinde numai de deplasarile v; ale nodurilor.

Pe baza relatiilor dintre deformatii si deplasaeri:

£=Du=DNd. sau condensat: £=Bd

unde: B=DN este matricea de transformare a depasarilor in deformatii



Energia de deformare (lucrul mecanic al tensiunilor) este:

u - ] T ]. T -
L-'=%l L’T.J.E‘i'.:‘l-"=%ll: o, £, +0,8, +1,F, |dV =E_[(E5) Edyzg__llg EedV
L (s I o7
- —d’ fB*EBdm =—d kd
a— v e

De unde rezulta expresia generala a matricei de rigiditate:

k=| B'EBdV

r.-'
Matricea de rigiditate k este simetrica intrucat si E este simetrica. Pentru un
material dat, matricea k depinde de matricea B care la randul ei depinde de
functiile de interpolare N.

Gradul de acuratete cu care modelul cu EF poate reproduce comportarea unei
structuri depinde direct de modalitatea de alegere a functiilor de interpolare.

Cele mai folosite elemente finite in modelarea problemelor 2D sunt elementele
liniare sau parabolice de forma triunghiulara sau patrulater oarecare.



Element liniar triunghiular (CST)

Este cel mai simplu element finit 2D.

(7. v1)

X
Elemntul are 3 noduri. Fiecare nod are 2 grade de libertate (deplasare in

directia x si respectiv y). Deplasarile u si v in interiorul elementului sunt
alese ca functii cu variatie liniara:

u=b +b,x+by, v=>b,+bx+b,y
unde b; sunt constante. Prin derivare rezulta ca deformatiile specifice sunt

constante (CST) in interiorul elementului:

e =b,. & =>5b, y, =b+b

do.



Functiile deplasarilor trebuie sa satisfaca relatiile:

v, = b, + b5.1'3 + béj'z

Rezolvand aceste ecuatii, se obtin valorile constantelor b,,b,, ...... bg, Tn functie
de deplasarile si cordonatele nodurilor. Substituind acestea in expresiile
deplasarilor rezulta:
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Vil

unde functiile de interpolare (de forma) au expersiile:



1
N, = i {(1': V=X 0,)+ (¥, = y)x +(x; —x, )1}

1
N, = a {(Is."l =X V3) + (Vs = y)x +(x; — x5 )"}
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N, =T{(_1*1_1': -x, )+ (¥, =y, )x+(x, —x )}'}

1
cu: A=—det
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Pe baza acestor expresii se dezvolta relatia dintre deformatii si deplasarile

nodurilor elementului:
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unde: Xy =x;-x; V= V=¥ (7= 1,2,3)

Este evident ca deformatiile specifice sunt constante in interiorul elementului

CST (constant strain triangle)



Matricea de rigiditate are expersia:

t = grosimea elementului
_ T _ T
k = _[B EBdV =tA(B"EB) k este simetrica de dimenisiuni 6x6

Matricea de rigiditate are forma explicita si usor de implementat in programe
de calcul.

Recomandari privind utilizarea elementului CST
1. Se utilizeaza in zone unde variatia tensiunilor este lenta
2. Poate fi utilizat ca retea de tranzitie (de la o retea fina la una grosiera)

3. A se evita utilizarea in zonele cu concentrari de tensiuni sau zone
critice: colturi, marginile golurilor, in apropierea fortelor concentrate
etc.

4. Este recomandat pentru analize cu EF preliminare, rapide



Element parabolic triunghiular (LST)

V3

Y

Elementul are sase noduri: 3 la colturi si 3 pe mijloacele laturilor. Fiecare nod are
doua grade de libertate, deplasari in directiile x si y.

Deplasarile (u si v) se aleg functii cu variatie parabolica:

u=>b +bx+by+bx’+bxy+b.y

v=b +bx+b,y+b,x +b,xy+b,y

unde: p; (i =1,2,..,12) sunt constante.



Prin derivare se obtin expersiile deformatiilor specifice:
& =b,+2bx+b.y
g, =by+bx+2b,y
Vo = (b, +b,)+ (b, +2b,)x+ (25, +b,,)y

care sunt functii liniare. Deformatiile variaza liniar pe domeniul elementului de
unde gi denumirea LST (liniar strain triangle).

Deplasarile pot fi scrise sub forma:

6 6
_ | I-r p 3y — |l' .'T ¥
="> Nu,, v=> Ny,
=1 i=1

Unde functiile de interpolare au expresiile:

V, = &(2¢-1)
N,=n2n-1)

N.=¢2¢-1) unde: &£, 7m, ¢ suntcoordonate locale
N, =4&n normalizate

N.=4nc



Reprezentarea grafica a functiei N, aferenta noului 1 a elementului LST:

Matricea de rigiditate a elemntului are forma:

k = j B'EBdV
V

unde produsul: B'EB esteo functie parabolica in x si y.

Elementul este superior elementului CST.

In general matricea k se obtine prin integrare numerica si nu are o forma
explicita in programele de calcul.



Element liniar patrulater (Q4)

Elementul are patru noduri plasate la colturile patrulaterului.
In sistemul de axe local normalizat functiile de interpolare au forma:

1 . 1
N, =—((1-51-n), N, =—(1+5(1-
| 4li 2)(1=17) ) 4( S)(1=m)
N :l(1+ 1+ 1) N :l{l—:}[l+;)
Y3 4 -] .?" " 4 = .-?

Campul deplasarilor in interiorul elementului:

4 4
u=> Nu,, v="> Ny,
i=1 i=1

are forma unor functii biliniare.



Element parabolic patrulater (Q8)

Este unul dintre cele mai utilizate elemente datorita flexibilitatii in modelare
si acuratetii rezultatelor. n

Elementul are opt noduri: 4 noduri la colturile patrulaterului si 4 noduri pe
mijloacele laturilor.

Campul deplasarilor are forma:
8 8
u=> Nu, v=> Ny,
i=] i=1

si este reprezentat prin functii parabolice. Deformatiile specifice au variatie
liniara pe element, oferind o buna reprezentare a variatiei acestora.



Determinarea tensiunilor

in interiorul unui element finit tensiunile se determina prin:

CTI J EI
1o, =E{e +=EBd
I-."il'l _L.-}I’Jil'l §

Unde B este matricea de transformare a deplasarilor in deformatii specifice, iar d
este vectorul deplasarilor nodurilor elementului si care sunt cunoscute dupa
rezolvarea ecuatiilor de conditie.

Tensiunile se pot determina in orice punct din interiorul elementului.
Adesea acestea se determina in centrul sau colturile elementului.

Tensiuni Von Mises

Sunt tensiuni echivalente pentru a caracteriza starile de tensiuni la
structuri 2D sau 3D. Pentru un material ductil una dintre verificari este:

g, =0y

£



unde &, este tesnsiunea echivalenta vom Mises, iar O este
tensiunea de curgere a materialului.

Tensiunea echivalenta von Mises este:

1 / 2 2 2
C, =75 J(o,—0,) +(o,—0,) +(0,—07,)
L

unde 0, 0, si 05 sunt tensiunile principale in punctul din structura considerat.

Pentru probleme 2D tensiunile principale au expresiile:

[ 2
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Tensiunile von Mises pot fi exprimate direct in functie de componentele tensiunilor
in planul xoy al structurii:

G, = 14,-"'(53__ +0, ) =3(o, o, - r_fj,)



Medierea tensiunilor

Pentru a obtine valori mai corecte ale tensiunilor, acestea se determina ca
medie a tensiunilor determinate pe elementele din jurul unui nod. Aceasta
optiune nu se va aplica la nodurile situate pe frontiera dintre doua materiale
diferite sau in zonele cu discontinuitati geometrice unde pot apare variatii

bruste ale tensiunilor.

Concluzii
1. La realizarea modelului discret se va tine seama de caracteristicile EF:
CST si Q4 — deplasari liniare si deformatii si tensiuni constante
LST si Q8 — deplasari parabolice si deformatii si tensiuni liniare.

2. Alege tipul de EF adecvat problemei analizate. In caz de incertitudine se
recomanda utilizarea elementelor parabolice sau a unei discretizari mai fine.

3. A se evita EF care au un raport al laturilor ridicat sau unghiuri al colturi mari:

= /N []

EF cu aspect necorespunzator — de evitat EF cu aspect bun - recomandate




4. Se verifica conexiunea dintre diferite tipuri de elemente pentru a asigura
continuitatea deplasarilor in lungul laturilor comune

A C
Dicontinuitati in deformata structurii
1 I in lungul laturilor AB si CD
B D
Problema 5

Placa patrata, cu grosime constanta, cu un gol circular la mijloc si solicitata
de o incarcare uniform distribuita pe o latura.
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Placa are dimensiuni 10x10, grosime = 1.0, raza golului = 1.0, E = 10x106,
p = 100, v=0.3. Se cere valoarea tensiunii ¢ maxime in placa.

Valoarea tensiunii maxime apare in punctele A sau B si sunt de circa 3p = 300.

Tabel rezultate

Elem. Type | No. Elem. DOF Max. o
LST 966 4056 310.1
Q4 493 1082 286.0
Q8 493 3150 327.1

Q8 2727 16,826 322.3




