
4. Elemente de placă şi cupolă(shell)

Elemente de teoria plăcilor plane
Ipoteze:

Suprafaţa mediană a plăcii este plană

Încărcările sunt normale pe suprafaţa mediană

Placile sunt solicitate predominant la încovoiere

Observaţie: există o similitudine între modelul de grindă 1D şi modelul de 
placă plană 2D.

Elemente de construcţie modelate cu plăci plane::

Planşee, 

Dale, 

Panouri de tablier de pod

.......................



Eforturi secţionale, forţe şi momente, acţionând pe placă

Suprafaţa mediană

Tensiuni acţionând pe placă



Relaţiile dintre eforturi secţionale şi tensiuni

a. Momente încovoietăare (pe unitatea de lungime)

b. Momente de torsiune (pe unitatea de lungime)

c. Forţe tăietoare (pe unitatea de lungime)

d. Tensiuni normale maxime

În planul median tesniunile sunt zero – suprafaţa neutră.



Teoria plăcilor subţiri (Teoria Kirchhoff)

Ipoteză de bază: o linie dreaptă şi normală pe suprafaţa mediană rămâne 
dreaptă şi normală pe suprafaţa mediană deformată (nu apar deformaţii de 
forfecare).

Ipoteza este similară cu cea de la grinzi drepte 1D: 

Deplasările unui punct situat la cota z faţă suprafaţa neutră

- deplasare normală la suprafaţa mediană (direcţia z)

- deplasare pe direcţia axei x

- deplasare pe direcţia axei y



Deformaţii specifice

Prin încovoiere suprafaţa mediană nu 
se deformează în planul ei.

Tensiuni (stare plan de tensiuni)

sau

Observaţie: singura variabilă necesară determinării stărilor de deformare şi tensiuni 
este deplasarea normală pe planul median w(x,y)



Ecuaţia de echilibru exprimată în deplasări

unde:

= rigiditatea la încovoiere a plăcii

încărcarea distribuită pe placă (forţă/arie)

= operator de derivare

Observaţie: se poate uşor compara ecuaţia plăcilor cu cea stabilită la grinzi 
drepte:



Forţe tăietoare şi momente încovoietoare

Condiţii de margine impuse pentru rezolvarea ecuaţiei diferenţiale

- margine încastrată

- margine reazem simplu

- margine liberaă 

= direcţia normală la margine



Teoria plăcilor groase (Teoria Mindlin)

Placa se consideră groasă daca:

unde: t = grosimea plăcii; L = dimensiunea caracteristică a plăcii

Plăci groase – se aplică teoria Mindlin care consideră deformarea secţiunii prin 
forfecare:

Prin considerarea deformaţiilor de forfecare linia dreaptă normală pe suprafaţa 
mediană NU mai rămâne normală pe suprafaţa deformată:

Variabilele independente sunt unghiurile de rotire Qx şi Qy ale liniei normsle 
la suprafaţa mediană nedeformată în raport cu axele ox şi oy.



Relaţiile de geometrice în funcţie de variabilele independente sunt:

deplasările în direcţiile x şi y ale unui punct 
situat la cota z faţă de planul median

deformaţii specifice liniare

deformaţii de forfecare

(dacă acestea sunt impuse = 0, se ajunge la 
relaţiile aferente plăcilor subţiri)

Observaţie: variabilele necesare determinării stărilor de deformare şi tensiuni sunt: 
deplasarea normală pe planul median w(x,y) şi rotirile Q(x,y) şi Q(x,y)



Elemente de placă plană

Element de placă subţire (Kirchhoff)

a. Element patrulater cu 4 noduri

Suprafaţa mediană Grade de libertate pe nod:

Deplasarea normală la suprafaţa mediană w(x,y) este reprezentată prin:

unde: Ni, Nxi şi Nyi sunt funcţii de interpolare – ELEMENT INCOMPATIBIL



Elemente de placă groasă (Mindlin)

Element patrulater Q4 Element patrulater Q8

Grade de libertate pe nod: w, Qx şi Qy

Pe fiecare element cele trei variabile independente sunt interpolate sub forma:

Deplasarea w(x,y) are variaţie liniară pentru 
elementul Q4 şi parabolică pentru elementul Q8



Problema 6 – Test de convergenţă a soluţiei

Placă pătrată, încărcată cu o forţă concentrată la centrul plăcii.

Discretizare cu elemente de placă Q4. 

Se cere săgeata sub forţa concentrată pentru diferite reţele de discretizare.

Este soluţia convergentă???

Nu – elemente incompatibile



Elemente de de cupolă

Cupole – sunt elemente structurale subţiri cu suprafaţa mediană curbă

Exemple:

Învelişul oului, cochilia scoicilor sau a melcului

Containere, conducte, rezervoare

Caroseria automobilelor, vehicole aerospaţiale

Cochilia navelor

Acoperişuri, tabliere casetate etc.



Diferite aplicatii ale structurilor tip cupola







Exemplu: container cilindric

Eforturi secţionale

Eforturile în planul 
median sunt dominante



Eforturi secţinale în elementele de cupolă

Eforturi în planul median(stare plană de eforturi) + Eforturi de încovoiere

Teorii specifice cupolelor

Teoria placilor curbe subţiri

Teoria plăcilor curbe groase

Teoria plăcilor curbe este cea mai complexă formulare 

din Mecanica structurilor



Elemente finite shell plane

Element stare 
plană de eforturi

Element placă 
încovoiată

Rezultă

Element shell plan

Similar s-a obţinut elementul general de grindă:

Element de bară combinat   Element de grindă = Element general de grindă

Grade de libertate pe nod:



Elemente finite shell curbe

Dezvoltate în baza teoriei plăcilor curbe (subţiri/groase)

Formulări teoretice compexe

Rprezintă forma generală a elementelor de placă curbă (shell)

Teste specifice ce acurateţe şi convergenţă:


