TLE- Lectia 3

LECTIA 3: STUDIILE (S),,...,(G),(F)

3.1. Studiul (S) neor [ Studiul (S) in prezentare tensoriald]

> Ex:3.1: Aritati ci (S1) ,,, V-6 + pj? =0 [(= prezentarea tensoriald a studiului (S1)]
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Prin urmare, V. i’ = [zx 1 y,zz]:> Studiul (S,) se scrie, in formulare tensoriala, astfel:

or n
+—=+ =0= pe directia. i
x "o T A p ;
- = 81)0, 60'”, Grzy ‘ .
SDens: Vio+pof =0 + + +0f, =0= pe directia i,

Ox oy Oz

ot 2
az-xz + yz + ao_” +pfz =0 pe directia iz
ox 0Oy 0z

Studiul (S) in formulare tensoriala se scrie deci astfel:
S, V-6+o=0in V
(52)
(S3)

G' =G in V si pe frontiera S,

tens

p=n-c pe frontiera S,

tens
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3.2. Studiul geometric (G) in formulare tensoriald si matriceala

Introducere: Studiul (G)

(G1) € 6x1) =

D

—6x

, Uy, (vezipar. 3.3)

(G2) VxZxV=0=B_ g, =0, (vezipar.3.4)

(G3) Conditiile la limita scrise in variabilele studiului geometric (vezi par. 3.5)

» Com:Se ocupa cu analiza geometrica a deformatiilor specifice; si construiti operatorul

=2DIM

3xl1

» Com: - deformare — fenomen fizico - mecanic

- deformatie specificd = o masura a deformatiei
€, €,,,€.. =deformatii specifice longitudinale (liniare)

VsV 27 - = deformatii specifice unghiulare (de lunecare)

» Ex.3.2: Din RM ilustrati deformatiile specifice dezvoltate in planul xoy

Indicatie (fig. 3.1)
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Fig. 3.1 Fenomenul deformadrii in TLE si RM ; ilustrare in planul xoy
» Com:00'=u= uxfx + uyfy= vectorul deplasare in planul xoy

OABC = O'A'B'C"' —procesul deformatiei — fazal(translatie)

faza 11

(deformatie)

O'A''B''C''- fenomenul de deformatie propriu-zisi :tensorul & -

C-
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£ = tensorul deformatiei specifice.

. .. ) .. 0 ou

Definim deformatiile specifice liniare astfel: ¢ = s ; £y =—"7""3

ox oy

Definim deformatiile specifice unghiulare y, ca fiind médsura (mdrimea) cu care se
modifica unghiul o =90°

U, 81/!), 1
7xy :}/yx :axy +ayx = ay + ax :>axy :ayx :Ej/xy

~ o A 1 o o 1 o o o a
= gii:M =g I ®i, +57/xyzx ®zy +5}/yxzy i, +E,0, ®zy =

1
A gxx_yx i n n
=[ii]el 27" {ﬁ”}:f@a
i 1
Ej/ygyy

Pe baza acestui rezultat se defineste tensorul deformatei specifice in TLE- 3DIM;  &,,,,, si
matricea deformatiilor specifice ¢ _:

1 1
€ 57” 57&2
~ ~T 2 2 2 1 2 2 2 2 1 1
Epm =1L ®£z_ =g I ®1 +E}/xyzx ®zy +..te i ®i = £ = Eyyx , Eyyz
[u)
3x3=9termeni (3x3) 1 l
Eﬂfzx Eﬂfzy €.

3.3. (G1) Relatii diferentiale intre deformatiile specifice
si deplasari (Saint Venant ~ 1860)

(G1)3DIM: §(6xl) =

=(6x3) ’ Z(3xl)
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ou, i T
Cue = i 0 0
ax a-x deformatii
ou ¥ 0 specifice
gyy = 0 — 0 &, | !liniare
oy oy ¢
e, =2 0o o 2 .
zz aZ aZ ux gZZ
______ = | ——— _ _ uy =J___
81,[ 6u y 6 6
]/x =—= ~ ~ O uz }/ Xy
Yoy ox oy Ox
ou y ou 0 0 0 }/yz
= +—= ~ A deformatii
= oz oy Tor g
_ 814 2 8u ¥ i 0 i
V== " e Loz ox |
D(6x3)

» Com : (G1) A se observa prezenta operatorului diferential D=T in(S1)sialui D in
(G1).

» Ex. 3.3: Definifi ( cu figura asociatd ) deformatiile specifice din &, ,,in planele

X0Y,X0Z,y0Z .

Indicatie: se va urma exemplificarea realizatd in planul xoy (cazul 2DIM) din fig. 3.1.

3.4. Studiul (G2). ecuatiile de compatibilitate intre deformatiile
specifice # (Saint Venant)

» Com : fig.3.2

Y, _,X'\\& h:¢
(o0
G b) Dupa deformare ( Z este independent de vecinii sai,deci nu satisface G2)
>
1
f// -
S
e}
OQ/..
/‘:V
NG ¥V,

a)Inainte de deformare

X
b') Dupa deformare ( € satisface G2)
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Fig. 3.2. Studiul (G2): ilustrarea conditiilor de compatibilitate impuse deformatiilor specifice
(componentele tensorului &)

In scenariul b' corpul deformat rimane continuu. De aceea campul deplasare i(x, y,z)si
deformatiile specifice & trebuie sd satisfaca anumite conditii matematice, exprimate astfel:
(Gl)tensorial = v X E X v = 0 = (GZ) matrieal: B £

De6xl — O

> Ex. 34 Dezvoltati Vx&xV si ardtai ci rezultatul se poate scrie sub forma
matriceald in care B este operator diferenfial de ordinul I

o> o o
ox0y oxbz 0z*’

(contine

etc.)

In cazul 2Dim (sau 2D) operatorul diferential B se obtine pe cale directd astfel: (G2),p;,

u, o’c,. Ou,
= T TTTT T T T
ox oy oy~ 0Ox
ou 0’e o’u a2 0%e 52
T e
oy ox ox~oy oy ox Ox0y
ou, Ou, y, u, O,
Vo =—+ -—— > = +
Y0y Ox oxdy  oxdy® 0Ox 0Oy G220
0* o 0’ -
~ {ayz o’ axéy} w09 B 5 €6 = 0au
£,
82
a 2
o> o’ 0’ .o J;
unde s-a notat: §2D, T si QZDIM = -
=22 Oy” Ox oxoy sy ox
(1x3) 5
~ oxdy

» Com: In cazul 3Dim studiul (G2) impune conditia 7, = 0, unde I, defineste
tensorul de de incompatibilitate (germana:InkOmpatibilitat):

~ - - AT A

Inkzvxng:l_ ®1nk l_
[ — &
(1x3) (3x3)(3x1)

Se poate demonstra apoi ca / , este o matrice simetrica, deci contine numai 6 componente
e
(3x3)

distincte, ordonate astfel:
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=1, =Vx&xV = 0(tensorial)

1 =< =B ¢ astfel incat: (G2);p;, -
—E (6x1) = (6x6) =(6xD” PN B & ny =06y (matriceal).

=(6x6)=
B12

(6,‘61)

3.5. Studiul (G3) conditiile la limitd (de rezemare,frontierd)scrise in
variabilele studiului geometric (deformatii specifice si deplasari)

Exemple: RM, Statica Constructiilor, TLE (fig. 3.3)

i
RM: ”% ] >

F
D) Arficulatie | (53) o, =u, =0

| !

o var] |
TLE: ng—i(Gﬂ{varz—ﬁ U,E

| A

i Z

varl ; & ; By
i) fmcastrare(G3) w, =u, =0+ (G3){ variantal | Ez =0 variantal: £ 0

wvar 2

Fig. 3.3 Studiul (G3) pentru: i) RM si Statica Constructiilor; ii) TLE (in doua variante).

VARIANTA 1 VARIANTA 2
ou, # 0 = nerelevant ou, # 0 = nerelevant
0z ox
%:az,:o; auxzaxz:o
Oox y oz
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u, =0
0 u,_ =0
(G3)var1 = u, = 0 (G3)yar2 0
’ u =0
auz B 0 8 Yo
ox |, it =0
oz |,

» Concluzie: Studiul (G3) conditiile la limitd in puncte (zone) de frontierd S, a
solidului deformabil, astfel:

(G3) u/g = 0 si eventual derivate partiale de tipul, % =0
’ Y
Se introduc notiunile : (fig. 3.4)

S_ =frontiera pe care se cunosc incdrcarile p, si pe care se scriu conditiile (S3)
S,= frontiera pe care se cunosc deplasarile si/sau deriv. functiei u /¢ =0 si pe care se scriu

conditiile la limita (G3)

S -(zona incarcata cu forte ext.)
Sy -(zona de reazem)

s

PEV Su

E!

-
s
corp Lix

(reazem)

Fig. 3.4: Frontiera solidului deformabil S=S_uUS

u?

cu proprietatea S, NS, =0.

Solid deformabil V si frontierasa § =S U S, — X =vectorul de pozitie al particulei P € V.
G3)S=5,uS, »>si—>S5, NS, =0..V) x= un punct astfel pe frontiera (conturul) unui

solid deformabil; el trebuie sd apartind unuia din cele doua tipuri de frontierd S, sau S .

> Com: In teoria ecuatiilor cu diferentiale (S3) si (G3) introduc conditiile la limit ale
problemei TLE.

» Ex. 3.5: Examinati studiile (S3) si (G3) pentru exemplele de mai jos, precizand
frontierele S_si S, .
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y
P
T
F r
E H
SF =R L g =
A
o X
terenul deformat u*
u, =0 (rezem pe teren rigid)
113_.211* (rezem pe teren tagabil)
Fig. 3.5
Rezolvare:
(S3): E,Q UABUCDUEF UFGUGH UEH =S
(Pn=p) (p,=0)

* teren A

(G3): AD =S, (ex:u,(x,0)=u,"" = u|, =u"(=u," in exemplul din ex. 3.5)

3.6. Studiul (F) legea generalizata a lui Hooke (numai prezentare
matriceald; dezvoltare in lectia 4)

F) cen =E (6x6) " El6xD) E.E ~ (6x6) = matricile constantelor elastice (in total:
6x6=36 constante)
(F"Y E= E .o [Caz particular: corp izotrop: E(Young), coeficientul Poisson =2

constante]

3.7. SINTEZA MODELULUI MATEMATIC AL TLE (3Dim) N
FORMULARE MATRICEALA

Numar de ecuatii Numar de necunoscute

(S1) 3 ecuatii diferentiale de echilibru g,

} = 6 necunoscute

(S2) 3 ecuatii de momente (relatii de dualitate ) o =0
(S3) € §_ nu introduce necunoscutenoi | _________
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(G1) 6 ecuatii (relatii) intre deformatiile specifice si deplasari
(G2) 6 relatii de compatibilitate

(G3) € S, nu introduce necunoscute noi

23><1’ §6><1 =
= 9necunoscute

(F) 6 ecuatii [ sau ale studiului (F™)] o=E-gsau ¢=E - ¥el

legea generalizatd a lui Hooke

nu introduce necunoscute noi
(T (o) Si E(n)) sunt deja

numarate

TOTAL :3+6+ 6 =15 ecuatii

TOTAL:6+9+=15
necunoscute

Concluzie : 15 ec. si 15 nec. in problemele 3D ale TLE

» Com : Studiul (S1) clasificd problemele TLE ardtand ca problema se numeste interior
static nedeterminatd, definind GNI (gradul de nedeterminare interioard), astfel:

-3 ecuatii X 6 necunoscute ptr. 3 D = GNI,,,,, =3
-2 ecuatii X 3 necunoscute ptr. 2D = GNI,,,,, =1




