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LECTIA 4 : STUDIUL (F); FORMULAREA
PROBLEMELOR iN TLE:
i. IN DEPLASARI (LAME)
ii. IN TENSIUNI (BELTRAMI - MITCHELL)

4.1. RM Curba caracteristicd a unui material (fig.4.1)
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Fig. 4.1 Curba caracteristicd a materialului OL37

o’ =1900daN /cm® limita de proportionalitate
ol =2100daN /cm’ limita de elasticitate

o <o seadoptiin TLE
E =tga =modulul de elasticitate longitudinal (modulul lui Young)

RM : studiile (F) si (F")

(F) o0 = E- ¢ (legea lui Hooke)
Fy =2
(F7) Z

Pentru corpul izotrop se utilizeaza urmatoarele trei caracteristici de material ( din care numai
2 sunt independente ):

= : relatiile intre G, v si E pentru solidul izotrop in care :
2(1+v)

G = modulul de elasticitate transversal
v = coeficientul Poisson
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| dy

dy(l+ &), unde: £, =-Ue,,

dx(1+ €,,)

Fig. 4.1 (Detaliu): Tensiuni si deformtii specifice in cazul 1Dim, efectul Poisson
> Ex:4.1:

Date : E=2,1 x 10° daN/ cm?
o =2100daN/cm* = o,
v=0,3

Se cer marimile : ¢_,¢&

xx 2% yy

Indicatie: ( fig. 4.1 detaliu) :¢,, =—-;¢ =-v-¢

4.2. Studiul (F")

(F): o=E-¢ (legea generalizatd a lui Hooke) ; dar pentru a o obtine, incvepem cu:
Legea inversd a lui Hooke
(F"): Soxs = £_l "O 61

Pentru studiul ( F') facem rationamentul din fig. 4.2 pe material ORTOTROP

1. El,E2, E3 —moduli de elasticitate pe cele 3 directii de ortotropie, i,ii notate:

>

directia 1 =

~

X

>

directia 2 =

~
=

>

directia 3 = i,
2. U},,0,,,0,5,05,,05,,0;5 sunt coeficientii Poisson ai materialului;
3. G,,,G,;,G,, sunt modulii de elastcitate transversali ai materialului ; se adopta relatia
de dualitate G, =G ;.

In total, corpul cu ortotropie generali contine 12 constante; cu relatia de dualitate, numarul
constantelor se reduce la 9.
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cauza cauza
efect O, o, o efect X T, T
1 V), Uy, 1
& — -—= -——= . — 0 0
a El E2 E3 7/ ! GIZ
D, 1 Uys 1
£, — e - Ve 0 P 0
» E, E, E, 3 G,
U5, Us, 1 1
S A 7 o | 0o |
E, E, E, G,

Fig. 4.2: Relatii cauza - efect (= relatii constitutive) pentru materialul ortotrop.

Conditii de ortotropie simetrica; materialul izotrop.

Yo _ Uy

E2 El

v; U - e gep . .
LB =L =00 ,0,,0; = (existd diferite teorii de modelare a acestor marimi)
E3 El

Uy _ U3

E3 E2

Se pot concepe 3 coeficienti Poisson echivalenti ul*,uz*,u; astfel incat corpul ortotrop este
definit cu 9 constante.

» Ex. 4.2: Scrieti relatia cauza - efect din pentru materialul izotrop : E, =E, =E;=E
v, =0, =v, = v; materialul izotrop este definit cu numai 2 constante de material.

» Com: G= (modulul transversal rezulta pe baza relatiei de izotropie).

2(1+v)
Studiul ( F") se scrie in cazul cel mai general, in formulare matriceal, astfel:

En E12 E13 - E16
E E E,—— E
-1 -1
(F1) §=£ -0 unde £ 66— _2_1 _22 2j _ _26
Eg Eg Eg-——— Eg

» Com: Cazul general contine 6 x 6 = 36 constante de material.
» Ex. 4.3: Scrieti prin simetrizare §i particularizare, (material ortotrop; material;
izotrop) matricea £ ' pentru material definit prin 21;12; 9; 2 constante de material.
E ;L o |simetrizare Emn = Enm = 21 constante de material
E ;lw | pentrumateriat.oronop = 9 CONStante; ('sau 12 constante)

-1 .
E_ | pimaeriatizonop= 2 constante de material
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Exemplu: legea (F") pentru un material ortotrop definit prin 9 constante de material,
cosiderand v, =v, =v, =0v":

1 v v

El E2 E3

* 1 *
L 0 o,
E, E, E, =0x) '
SONNNUS U i
E E, E, -

-1
é(()xl) = £(6x6) .g(6xl) ortotrop: — — — | — — — -
1
| — 0 0 »
Gl
1 "
Q | O - 0 sz (6x1)
=(3x3) GZ
1
| 0 0o —
L G3 1(6x6)
> Ex4.4: §=£_1 |izotrop O £_1 =0
Indicatie: materialul este definit prin doud constante: E,0 —> G = 20 +0) )
+v

4.3. Studiul (F)

Se va prezenta numai cazul izotrop; in acest caz, expresia o = E-¢ este conoscutd ca fiind

legea generalizata a lui Hooke (prin generalizarea expresiei din RM: o =F - ¢).

> Ex.45: E|.,,="?
Rezolvare ( partiali ) : matricea £ se scie prin utilizarea blocurilor 4 siD
=—(6x6) =(3x3) =(3x3)
1 —v -v | i
-v 1 - | 0
=(3x3)
1 v v L ouate| 22 (3x3) | Z(3x3)
-1 _ _ _
= ‘izotrop - E - - - | - - - = — ’ — =
| 2(1+v) =(3x3) ’ =(3x3)
Q(m) | 2(1+v)
i | 2(1+v) |
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[A+2G 2 A |
A A+2G A | 0
=(3x3)
A A A+2G | 4"
o I L A (A R
| G =(3x3)
0 | G
=(3x3)
i | G
Unde s-a notat cu 4, dupa Lamé (~1870)
A= _Bv constanta lui Lamé; G = = relatii izotropie
(1+v)(1-2v) 2(1+v)

Indicatie: Calculul matriceal:

1

d d11

11

IS
I
U

IS
|

1 d

I nn

nn

> Ex. 4.6 Sia se scriec E

E o |:zomop fOlosind constantele Timosheko E i v:

Indicatie: A+26=— 2V 2B 541720 170
(I+v)1-2v) 2(+v) v v
_E Ev 1—21)_/1 1-2v
21+v) 1+o(1-2v) 2 2v
Raspuns:
1-v 1 1 |
v
1 1-v 1 | 0
v =(3x3)
1 1 1-v |
E |Timoshenko — E- v _ _ 8 | _ — —
SO0 (o)1= 20) Rt
2v
0 | 1-2v
=(3x3) 20
| 1-2v
L 2v |
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4.4. Formularea ecuatiilor TLE in deplasari (Lame’ ~ 1880)

Formularea in deplasdri conduce la rescrierea ecuatiilor (S1) astfel incat necunoscutele
problemei TLE sunt deplasarile u(x, y, z), astfel:

S1) D'o+pf=0e D EDu+tpf=0eV

(F) \—b o = E g5 Em)

(GD Eox = D gy U
Se introduce operatorul diferential de ordinul doi,
(L)yLamé |[L _=D"

=(3x3)

(3x3) =(6x6) =(6x3)

astfel ca formularea Lamé se scrie:
£(3x3)2(3x1) +p£(3x1) :Q(3xl) eV

Conditiile la limitd se transcriu — unde este cazul — de asemeni in deplasdri; unde

o (u) reprezinta rezultatul conditiilor pe frontiera S_ in deplasari, astfel:
3x3

T A~ T AT
(83) p, =0 neS, =p am =h,0W), €S

o

(F) o=E¢ =(G14F) g=EDu=o(u) ,
(G1) L, £=Du

» Com: Studiul (G1+F) trebuie rescris,pentru conditiile la limitd, sub forma o(u)

="73x3)"
(G3) ul

\
5, TU€5,

» Com: Sistemul de ecuatii (L) + (S3) + (G3) reprezinta formularea in deplasari a
ecuatiilor TLE; necunoscutele sunt deplasarile: u (%, y,2)

» Ex. 4.7: Dezvoltati operatorul diferential Lamé: L !

= D
=(3x3) (3x3)=(6x6) =(6x3)

4.5. Formularea in tensiuni (ec. Beltrami- Mitchell ~ 1890)

G2 B, . fen=O0umel )

£ (6x6) 2 (6x1)

(G1) \—V e = 2(6X3)2(3x1) eV ~ =(G1+Gy): BDu=0= (22: 0=D u =0

(6x3)(3x)  (3x1)

U*{

* * A .o Ce .. . .
Rezultatul ¢ =D u=0 aratd cd & reprezintd o parte a miscdrii corpului deformabil,

anume: miscarea corpului rigid!; aceasta parte se pune in corespondentd cu solutia omogena
din solutia in tensiune obtinutd in absenta fortelor masice.
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(Sl)D c+pf=0 unde o=c +

~— omogen g particular

*T *

Solutia o se pune in corespondentd cu migcarea de corp rigid, asadar:|<>

(hw

19
[

o
m
~

~~ omogen

unde: D =B D =D =D"B"'=D'(B'5")=0
=(6x3)  =(6x6) =(6x3) = = = = ‘=
Se justificd notatia ( Airy ~1860):

T T
gomogen(6vl) = é(éxé)g(()xl) = é(éxé)E(&"l) (xa ya Z)
in care £, (x),2) sunt functii scalare de punct P (x,y,2).

In cazul 2 Dim F(x,y,z) reprezinti functia (scalard) Airy F(x,y,z) ( vezi : Ex: 4.8)

» Com: Functiile F ¢, (x,y,z) in 3Dim, asociate operatorului é(m) au fost obtinute de

Neuber ~1920; Papkovicz, Trefftz ~ 1950, Menabrea ~ 1950.

» [Ex. 4.8: Prezentati solutiile AIRY pentru problema in 2 dimensiuni (2Dim).
Rezolvare:

AIRY
2
82 :>O_)rc)m0gen — a F();ay)
O_amogen 6);2 &y
);mo en 82 omogen 82F('x’ y)
D omogen 20=19, :£(TSXI)F(x’y)1x1 - o’ Flx.y) == 0" T
omogen 5
O-xy - a omogen azF('xb y)
Ox0 =Ty ST o
xoy oxoy

Ecuatiile Beltrami-Mitchell (notate B-M) se obtin astfel :
(G2) Be=0=BE '0=0€V = BE '(Cppn + O )+pf=0

omogen = particular
- -1
(F) L> e=E

Rezultatul obtinut se completeaza cu solufia omogend o obtinutd in formularea Airy,

—omogen

astfel cd: solutia completd consta din : 1) + ii)

B.M.
—l T
1) E(G 6) = (6x6)§(6 6)—(6x1)(x y’ Z) 0(6 1) = O-omogen ln V O-(6 1) om()gen +gpartic
H/_J
(6x1) (6x1)
.. T A
11) Q(SXG)QP‘””C pf(3 D pamc inV
(6x1) (6x1)
(S3)£” _g(3x3) (3x1) € S unde O- O-omogen +gparticular
B
*
(G3)1/l |Su = 2 € Su
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