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LEC|IA 4 : STUDIUL (F); FORMULAREA 
PROBLEMELOR {N TLE: 

i. {N DEPLAS~RI (LAME) 
ii. {N TENSIUNI (BELTRAMI – MITCHELL) 

   
4.1.   RM Curba caracteristic` a unui material (fig.4.1) 
                         

 
Fig. 4.1 Curba caracteristic` a materialului OL37 

 
 

2
lim /1900 cmdaNprop =σ   limita de propor\ionalitate  

2
lim /2100 cmdaNel =σ  limita de elasticitate 

el
limσσ ≤   se adopt` [n TLE 

== αtgE modulul de elasticitate longitudinal (modulul lui Young) 
 

 RM : studiile (F) ]i (F-1) 
 
(F) εσ ⋅= E  (legea lui Hooke) 

(F-1)   
E
σε =  

Pentru corpul izotrop se utilizeaz` urm`toarele trei caracteristici de material ( din care numai 
2 sunt independente ): 

:
)1(2 υ+

=
EG  rela\iile [ntre G,υ ]i E  pentru solidul izotrop [n care : 

G = modulul de elasticitate transversal 
υ  = coeficientul Poisson 
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Fig. 4.1 (Detaliu): Tensiuni ]i deform\ii specifice [n cazul 1Dim, efectul Poisson 

 
¾ Ex: 4.1:       
 
Date : E = 2,1 x 106 daN/ cm2 

               
3,0

/2100 2
lim

=
==

υ
σσ xx

el cmdaN

      Se cer m`rimile :  yyxx εε ,  

      Indica\ie: ( fig. 4.1 detaliu) xxyy
xx

xx E
ευε

σ
ε ⋅−== ;:  

 
4.2.  Studiul  ( F-1) 
 
(F) : εσ ⋅= E   (legea generalizat` a lui Hooke) ; dar pentru a o ob\ine, [ncvepem cu: 

       Legea invers` a lui  Hooke 

(F-1) :   16
1

66 xX E σε ⋅= −  

Pentru studiul ( F-1 ) facem ra\ionamentul din fig. 4.2 pe material ORTOTROP 
 

1. E1 , E2, E3 – moduli de elasticitate pe cele 3 direc\ii de ortotropie, 1  notate: ,3̂,2̂,ˆ

direc\ia 1 =   xî

 direc\ia 2 =  yî

 direc\ia 3 =  zî
2.   133132232112 ,,,,, υυυυυυ  sunt coeficien\ii Poisson ai materialului; 

3.   G  sunt modulii de elastcitate transversali ai materialului ; se adopt` rela\ia 

de dualitate  . 
312312 ,, GG

ijG jiG=
{n total, corpul cu ortotropie general` con\ine 12 constante; cu rela\ia de dualitate, num`rul 
constantelor se reduce la 9. 
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Fig. 4.2: Rela\ii cauz` - efect (= rela\ii constitutive) pentru materialul ortotrop. 
 

Condi\ii de ortotropie simetric`; materialul izotrop. 
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( exist` diferite teorii de modelare a acestor m`rimi) 

Se pot concepe 3 coeficien\i Poisson echivalen\i  astfel [nc@t corpul ortotrop este 

definit cu 9 constante. 

*
3
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*
1 ,, υυυ

 
¾ Ex. 4.2:  Scrie\i rela\ia cauz` - efect din pentru materialul izotrop : E1 = E2 =E3= E 

       ; materialul izotrop este definit cu numai 2 constante de material. υυυυ === *
3

*
2

*
1

¾ Com: 
)1(2 υ+

=
EG  (modulul transversal rezult` pe baza rela\iei de izotropie). 

Studiul ( F-1 ) se scrie [n cazul cel mai general, [n formulare matriceal`, astfel: 
 

(F1)  σε ⋅= −1E   unde  



















−−−
−−−−−−
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66636261

26232221

16131211

66
1

EEEE

EEEE
EEEE

E x  

¾ Com: Cazul general con\ine 6 x 6 =  36 constante  de material. 
 
¾ Ex. 4.3: Scrie\i prin simetrizare ]i particularizare, (material ortotrop; material; 

izotrop) matricea 1−E  pentru material definit  prin 21;12; 9; 2 constante de material. 

                               21|1
66

⇒=− EnmEmnE esimetrizarx
 constante de material 

                               9| ..
1

66
⇒−

ortotropmaterialpentrux
E  constante; ( sau 12 constante) 

                                2| ..
1

66
⇒−

izotropmaterialptx
E  constante de material 
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Exemplu: legea (F-1) pentru un material ortotrop definit prin 9 constante de material, 

cosider@nd : **
3

*
2

*
1 υυυυ ===

)16(

)66(3

2
)33(

1

32

**

)33(
3

*

21

*
3

*

2

*

1

)16(
1

)66()16(

100|

010|0

001|

|

|1

0|1

|1

|

xzx

yz

xy

z

y

x

x

x

x

ortotropxxx

G

G

G

EEE

EEE

EEE

E

































−











































−−−−−−

−−

−−

−−

=⋅= −

τ
τ
τ

σ
σ
σ

υυ

υυ

υυ

σε  

 
 

¾ Ex.4.4:  0;| 11 == −− EE izotrop σε   

Indica\ie: materialul este definit prin dou` constante:
)1(2

,
υ

υ
+

=→
EGE ) 

4.3. Studiul ( F ) 
 

11 )(.....,....... −−=⋅= EEundeE εσ  

Se va prezenta numai cazul izotrop; [n acest caz, expresia εσ ⋅= E  este conoscut` ca fiind 

legea generalizat` a lui Hooke (prin generalizarea expresiei din RM: εσ ⋅= E ). 
 

¾ Ex. 4.5:    ?| =izotropE     

 
Rezolvare ( par\ial` ) : matricea 
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Unde s-a notat cu λ , dup` Lamé (~1870) 

)21)(1( υυ
υλ
−+

=
E

 =  constanta lui Lamé;   
)1(2 υ+

=
EG  = rela\ii izotropie 

 
Indica\ie: Calculul matriceal: 
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¾ Ex. 4.6 S` se scrie  izotropx
E |
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4.4. Formularea ecua\iilor  TLE [n deplas`ri (Lame’ ~ 1880) 
 
 
Formularea [n deplas`ri conduce la rescrierea ecua\iilor (S1) astfel [nc@t necunoscutele 
problemei TLE sunt deplas`rile ),,( zyxu , astfel: 

(S1)  VfuDEDfD TT ∈=+⇔=+ 00 ρρσ  

 
(F) )16()66()16( xxx E εσ =  

 
(G1) )13()36()16( xxx uD=ε  

Se introduce operatorul diferen\ial de ordinul doi,  

    (L) Lamé   
)36()66()33()33( xxx

T
x

DEDL =  

astfel c` formularea Lamé se scrie: 
VfuL xxxx

∈=+ )13()13()13()33(
0ρ  

 
Condi\iile la limit` se transcriu – unde este cazul – de asemeni [n deplas`ri; unde 

33

)(
x

uσ reprezint` rezultatul condi\iilor pe frontiera [n deplas`ri, astfel: σS

(S3)  σσ σσ SunpSnp
x

T
xx

TT

n
∈=⇒∈=

)33()31()31( )(ˆˆ  

 

(F) εσ E=                            (G1+F)  ⇒
)33(

)(
x

uuDE σσ ⇒=  

 
(G1) uD=ε  

 
¾ Com: Studiul (G1+F) trebuie rescris,pentru condi\iile la limit`, sub forma

)33(
)(

x
uσ . 

      (G3) uS
Suu

u
∈= *  

 
¾ Com: Sistemul de ecua\ii (L) + (S3) + (G3) reprezint` formularea [n deplas`ri a 

ecua\iilor TLE; necunoscutele sunt deplas`rile: ),,()13( zyxxu   

 
¾ Ex. 4.7: Dezvolta\i operatorul diferen\ial Lamé: 

)36()66()33()33( xxx
T

x
DEDL =  

 

4.5.  Formularea  [n  tensiuni (ec. Beltrami- Mitchell ~ 1890) 
    
(G2)  VB xxx

∈= )16()16()66(
0ε  

                                

(G1)               VuD xxx ∈= )13()36()16(ε  (G⇒ 1+G2): 
)13()13()36(

* 00)(0
*

xxx
D

uDDBuDB =⇒=⇒=
321

                        

Rezultatul 0** == uDε  arat` c` *ε  reprezint` o parte a mi]c`rii corpului deformabil, 

anume: mi]carea corpului rigid!; aceast` parte se pune [n coresponden\` cu solu\ia omogen` 
din solu\ia [n tensiune ob\inut` [n absen\a for\elor masice. 



TLE   Lec\ia 4                                                                                                         7

(S1) 0=+ fDT ρσ   unde  particularomogen σσσ +=   
 

Solu\ia omogenσ  se pune [n coresponden\` cu mi]carea de corp rigid, a]adar: VD
T

∈=⇔ 0** σ  

unde: 0)( **
)36()66(

*
)36(

=⇒=⇒= σTTTT
xxx

BDBDDDBD
T

 

Se justific` nota\ia ( Airy ~1860): 

),,()16()66(
*

)16()66()16( zyxFBB x
T
xx

T
xxomogen == σσ  

[n care ),,()16( zyxxF  sunt func\ii scalare de punct P (x,y,z). 

{n cazul 2 Dim  F(x,y,z) reprezint` func\ia (scalar`) Airy F(x,y,z)  ( vezi : Ex: 4.8) 
 
¾ Com: Func\iile ),,()16( zyxF x  [n 3Dim, asociate operatorului 

)66( x
B  au fost ob\inute de 

Neuber ~1920; Papkovicz, Trefftz ~ 1950, Menabrea ~ 1950. 
 
¾ Ex. 4.8:   Prezenta\i solu\iile AIRY pentru problema [n 2 dimensiuni (2Dim). 

Rezolvare: 
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∂
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Ecua\iile Beltrami-Mitchell (notate B-M) se ob\in astfel : 

(G2)  0)(00 11 =++⇒∈=⇒= −− fEBVEBB particularomogen ρσσσε  

 

(F-1)              σε 1−= E  

Rezultatul ob\inut se completeaz` cu solu\ia omogen` omogenσ   ob\inut` [n formularea Airy, 

astfel c`: solu\ia complet` const` din : i)  +  ii) 
 
B.M. 

           i) omogenxx
T
xxx

zyxFBEB σ⇒=−
)16()16()66(

1
)66()66(

0),,(  [n V     
321321
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x
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         ii) 
321321
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x
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x
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T
x

fD σρσ ⇒+ [n V                                  
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TLE   Lec\ia 4                                                                                                         8

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


