TLE Lectia 5

LECTIA S : PROBLEMELE PLANE ALE TLE (PPTLE)

5.1. Rezumat: formularile TLE -3Dim

a ¥ L4 T
a) IN DEPLASARI (LAME) 2(3x6)£(6x6)2(6x3)g(3x1) pf(3 y Oy €V

L
—(3X3)

Conditiile la limita pe frontiera S

(83).p,=h-6=p =g -neS
Lamé unde S,US_=8; S NS, =0

b)TENSIUNI (BELTRAMI — MITCHEL): (S+G+F)

(B.M)

. -1 T A
1) B(6‘C6) E(6‘C6) B(6x6)£(6r1) ('x’ y’ Z) = Q(()xl) = gomogen n V

11) D(3 6) — pamc +pf(3 D pmtlc inV
%/_/
(6xl) (6x1)
111) O-(611) omogen +gpartic
%/_/
(6x1) (6x1)
T A
(S3)£n = g(3x3)ﬁ(3xl) < S unde O- o-omug,en +gparticular
—

unde S, VS, =85, NS, =D

5.2 Probleme plane ale TLE
Clasificarea problemelor plane conduce la urmatoarele doud categorii de probleme PP si
PP_ unde:

PP_= probleme plane de tip STARE PLANA DE TENSIUNE
PP = probleme plane de tip STARE PLANA DE DEFORMATIE
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5.2.1 Probleme plane : PP_— fig.5.1

Planul xoy de luciu; exemple:
sperete (in constructii civile);
santretoaza, diafragma (poduri), ¥V
ezaiba (in constiuctii de magini).

/

Detaliu: punctul (particula maticeala) g2

Fig.5.1: PP_: Probleme plane de tip Stare Plana de Tensiune

o)

X

(O Txy _
gZxZ Q(le) - Gy
T O
rx Y
Txy

Caracterizarea PP

e Tensiunea o, este neglijabild in raport cu tensiunile(o,,o 7, )fiindcd nu 3

incarcare pe directia Z

~

e p, -i. =0 (nuexistd incarcare normald pe planul xoy)

o fetele peretelui sunt frontiere S

» Com: Astfel spus, incdrcdrile p, si pf sunt continute in planul median al peretelui!

e grosimea t << Dim PP, : [adicd t << (min(a,b)] unde (a,b) sunt dimensiunile
maxime ale peretelui xoy.

Concluzie: PP, :0. =1, =1, =0 (aceste tensiuni sunt identic nule sau pot fi neglijate)

De observat , Insd ca : ¢, # 0 (vezi Ex. 5.1)

» Ex. 5.1: Definiti g pentru o problemd , PP ; Date t=12cm, v=0,25,
o,=-40daN /cm®, o, =10daN/cm®, E=400.000daN/cm®. Se cer: o =? si

At = ? (variatia grosimii peretelui )

i -
Indicafie: (F'): ¢, = £, @y = & =0, ~0(0, +0,)]= =2 (0, +0,) 0
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» Ex. 5.2: Si se rescrie studiile (F") si (F) pentru problemele PP,, scriidu-le astfel:
(Fpp ) si (Fpp)

Rezolvare: (F, )

£, =—[ar—uay ; I -v | 0
[ * 1|—-v 1 | 0 1
&, =—l0,-vo, = €, =E B B | 3 :>§(3x1) =£3x3)'g(3x1)
1 Y
Vs _Ez'x) Y 0 0 | 2(1+v) (3x3)

I v | O
1| 0
_ E |
Rezolvare: E=(E")" = ... e, = _ _
- e SV |
e rezolvat _
0 0 | 1-v
i 2

Indicatie : se va urma cazul 3D, astfel:

5.2.2 Probleme plane PP, - fig. 5.2

/
\ tasie de lucrn
X

Fig. 5.2: Definirea PP.: Probleme Plane de tip Stare Plana de Deformatie.

Caracterizarea PP,
e Constructii dezvoltate pe o directie (z) . Se lucreaza pe unitatea de lungime
tpp =1.

e Toate elementele geometrice si constitutive sunt uniforme pe directia (z)
e Orice ,,fagie” de lucru (cu ¢,, =1) se comportd identic ca toate celelalte

(exceptie : capetele constructiei care ,,respird”)
e Un punct P(x,y) situat in planul fasiei 7,, =1 este constrans de conditia

&. =0(,,fagiile” se blocheaza una pe alta, pe directia z, mai putin in zonele de

capat, care ,,respird’, deci unde &, #0).
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» Com: Desi ¢ =0, 1n problemele PP, avem o, # 0!

(de ce? Raspuns din studiul (F) rezulta: o, = 1¢, +d¢, + (4 + 2G)e~." #01)

. Asadar, 0" = Ae + e, = A(e, +¢,) %0
» Com: Problemele plane pot fi prezentate in format unic, retinind forma unica- notata
PP:
O-x gx
(PP) |o;a =40, 5 Eaay =1 6y
TW (3x1) 7xy (3x1)

Problemele plane (PP), pastreaza, totusi, atributele distincte, specifice categoriei de problema
plana:

(PP):c™ =0; & :—%(ax +0,)

z

Ev

PP): & =0, o =Le +e)=———(e.+¢
(PP):&! TS e, ) = o e )
O-X
» Ex.5.3: Prezentafi 0,,, =10, folosind constantele Lamé (L,G) .
Loy PP
Réspuns: Problema PP, se obtine din E ;Dv’:) reduceand studiul (Fpp) la forma:
A+2G A | 0
g
A A+2G | O )
O pps = _ _ |- &y
(3x1)
0 0 | G Vo)

(3x3)

» Ex.5.4: Prezentati £ »p utilizand constantele Timoshenko (£,0).

Raspuns:
I-v 1| 0
v
I-v
® |, B, =2 L o Y e =Y (1ame)
(3x3) — ‘ — (I+v)1-2v)
0 0 | 1-2v
L 2v |

Indicatie : in ex.5.3. fortati scoaterea lui L 1n afara matricei.

Concluzie: asupra Problemei Plane PP:
Se poate unifica prezentarea ambelor categorii de probleme plane astfel:
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& o

X X

e Lucrdm cu : &£pp =&, preeenn Si......0 pp =90, ¢ cu conditiile specifice fiecdrei
(3x1) ’ (3x1) ’
* yxy ! Txy

(PP)..>.0.=0
(PP)..—>.&, =0

e Prezentarea unificatd se poate face, de exemplu, folosind constantele Timoshenko
(E,v)pentru PP, si (E",v") pentru PP,si relatia de legituri

categorii: {

v = s B =L -
l1-v l1-v
1 -vuv | 1 —-v | 0
- I|l-v 1 | _ 1|-v 1 | 0
-1 o . o
(F PP)"'£ppJ _E —_ —_ _ St LEpp, = E'l — _ _ _
0 0 | 2(+v) 0 0 | 201+0")
1 v | 0] 1 0| 0 ]
1| 0 s 0" 1 ] 0
E | , E
(FPP) '£PPO‘ - 1_02 - = | 1_ St '£PP5 - l—U*z - - | . - i
0 0 — 0 0
L | 2 | L | 2
> Ex. 5.5: Introducand relatiile de legiturd (E , v) < (E",v0")si se efectueze trecerea
de la:
)E' SE';
=rp, =rp,

11) £PP _)£PP
» Ex. 5.6: Stabiliti relatiile de legaturd intre constantele Lamé (L,G) si Timoshenko
(E",0").

5.3. Probleme practice pentru Probleme Plane
» Ex.5.7.Sa se demonstreze coditia de biarmonicitate a functiei AIRY: F(x,y)

Rezolvare : Din formula BELTRAMI- MITCHELL ,cazul PP, solutie omogena:
(B-M)B _E' B F(x, M) =05 05 0ome. = E(TM)F(x, v), unde F(x,y)este o functie

= (1x3) =(3x3) =(3x1) —
scalara de coordonatele punctului P(x,y).
Dezvolténd, rezultd conditia de biarmonicitate : — (BE - B "F(x, ) =0 V*F(x,y)=0.

(1x1)
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62
1 -v | 0 8y_2
2 2 _ N2 -0 1 0 2
A | O ey =
oy- ox- oxoy| E| -— - | - 8x2
0 0 | 20+v)||=9
Oxoy
¢ operatia 1 |
operatia 2
0’ 0’
o’ o’
o> o’ 0’ 1 o> o’
= - ——U—+— =
o' o' ooy, E oy’ ox’
2
-2(1+v)
oxoy 3x)
1| o> (0° 0’ 0’ o> o o> ( o’
=== ——U— |+ —| —~v—F+— [+2(1+v) =
E| oy oy ox ox oy~ Ox Ox0y \ Ox0Oy
[ A4 4 2 4 4
_ L 84—0 ? =0 ? 2+84+2(1+u)% F(x,y)=
E| oy oy~ 0Ox ox 0y~ Ox Ox~ 0y
4 4 2 4 4 4
:l 84+84+2 (3 > F(x,y):O:>V4F(x,y):af+2 82F2+af20
E|ox™ oy ox~0y ox ox“oy~ 0oy
L v*

1 1 : . .
» Com: —#0 ; = # 0 iar v,v" dispar! Problemele plane PPTLE se pot prezenta intr-

o forma unica; F(x,y,z) este, deasemeni, unica!

> Com: V’F(x,y)=AF(x,y)=0 Conditia de armonicitate impusa functiei
F(x,y)

VF(x,y)=AAF)=0 Conditia de biarmonicitate impusa
sau ANF(x,9)=0 functiei F(x,y)

Exemplu: Se di polinomul F(x,y)=ax’ +bx’y+cxy’ +dy’ unde (ab,c,d) € R; este F
functie biarmonica?
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» Ex: 5.8. Sa se scrie dezvoltat ecuatiile diferentiale Lamé pentru problemele plane —
formularea 1n deplasari !

r T . .. . )
Rezolvare: Lamé ,,:.D) E. Di,u,,+pf, =0,, sistemde2 ecuafii diferentiale cu 2
necunoscute u,u,.

Dezvoltand ecuatiile Lamé, scrise in extenso astfel:

i -
9 0 9 1 v 0 ox 5 P 0
u
ox . %y E2 v 1 0 ||lo & +p{ x}={} =
- (1 —-U ) O O 1 -0 ay u,V Fy 0 (2x1)
ay ox 2 i i LIG) ;(2‘51)
r 7 oy Ox
=(2x3) =(3x3) - —7

Rezulta sistemul de 2 ecuatii diferentiale cu derivate partiale in necunoscutele u, si u:

[ 52 - 2 0*u. _pd%u. |
: 8u;+(1 ujausz) }+1 it +pof. =0—>ecl
I-v"| ox 2 ) oy Oxoy 2 0Oxoy }
[ 6%u —v\0u 0? —vo*u |
E2 2y+(1 Uj =+ u"+1 0o +pf, =0—>ec2
1-v°| oy 2 ) ox Ox0y 2 Oxoy

» Ex.5.9. Idem ex. 5.8 pentru PP,

Indicatie : Exercitiul 5.8 se rescrie folosind constantele £ si v°

Exemplu:
E° [o%u 1-0" \o’u
=+ et ———— |+ =1 (ec.l
E" _azuy 1-0" quy
. + +———|+ =0 (ec.2
1-07| o’ [ 2 j o’ A, (ec2)

> Ex. 5.10. Si se scrie ecuatiile de mai sus (ex.5.8 si 5.9) folosind operatorul V> = A
Rezolvare :Ilustrez artificiul care introduce operatorul V> in formularea Lamé ( ex.5.8)

E qux_'_ﬁzux_@zux____ fpf =0
1-0*| ox* o o -
\_ﬁr_—d
Vzux

> Com : In formularea Lamé lucrim cu operatorul A =V?, iar in formularea lui Airy
lucrdm cu V*.
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