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LECTIA 6: PROBLEME PLANE ( CONTINUARE );
COORDONATE CILINDRICE (3 Dim) SI POLARE (2DIM)

6.1 Probleme plane (PP) continuare

Rezumat: Lectia 5
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» Com: Relatia a fost cu E si 0(PP,)
> Ex.6.1:
i Rescrie operatorul L , , folosind E* si v (PP.)
il. Sa se arate ca G* = G (modulul de elasticitate transversal raimane nemodificat)

Indicatie : E* =

B8 1m0
Exemplu: | 1_,** gy 2 oy’

E* E

*

T2(k0%)

Rezultatul ~G* =G va fi folosit in fotoelasticitate !

Fotoelasticitatea — tehnica de lucru ( in laborator) cu modele alcdtuite dintr-un material
asemanator plexiglasului supuse analizei cu lumina polarizata.

Rezultatul prelucrdrii imaginilor reprezintd campul de tensiuni din elemente de constructie
studiat.

Remember: A 1955 prof. M. Tosipescu (INCERC), specialist in Fotoelasticitate.

» Ex. 6.2: Dezvoltati ecuatia Lamé pentru probleme plane aducandu-le la forma :

2 _ 2 2
E2 82+1 L. 62 u, + I+o 0 u, +pof. =0 (ecl)
1-v” |\ ox 2 oy 2 Oxoy

2 2 _ 2
EZ Ito 0 u, + 62+1 v 62 u, [+pof, =0 (ec2)
l1-v 2 oxoy)  \oy 2 oxT )~ ’
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Sau, echivalent:
E l:@qu+1—062uX+1+vazuy_

1-0°| ox? 2 oy’ 2 Oxoy
E |:1+l) o’u, +52uy +l—u azuy

1-0°| 2 oxdy oy’ 2 ox?

+pf. =0 (ecl)

+pofy =0 (ec.2)

2 2
> Ex.6.3: Si se introduci operatorul V? = 8_2 +8_2 in ecuatiile Lamé:
ox~ oy
Indicatie:
E |0 0’ 0’
ec 1 Lame' = 5 uz" + sz — uz'” o +pf. =
-0 | Ox oy oy
\_ﬁf_—J
V2ux
ec 2 Lame' > ——————————

o> o*u. |
E {Vzu _1+v0u, 1+v0U, fof. =0 (ecd)

J’_
1-v T2 9 2 Ox0
Y| LAME = azy i .
u 0
E2 vzuy_l'l'l) 2y +1+U u, +,0f:V:O (€C.2)
-0 2 o 2 ooy

> Ex.6.4: Demonstrati principiul fotoelasticitatii (~1945) ( se neglijeaza fortele
masice: of ., of ,, pf. : pentru problemele plane (2 Dim) ( ecuatia FotoPP); generalizare

in cazul (3 Dim) (ec. Foto3D)
(ec. FotoPP) V’(s, +¢&,)=0...(PP)

(ec. Foto3D) V’(¢, + ¢, +¢.)=0..3D)

Indicatie: se va obtine numai rezultatul ( Ec.FotoPP) actiondnd astfel: (ec.1) din sistemul
Lamé se deriveaza In raport cu X, (ec. 2) din sistemul Lamé se deriveaza in raport cu y iar
rezultatele se insumeaza:

E 0 ou
=. - V? Yo v | 2 -0
1 v . ax ay 0(dem.)
veziGlie, A

pAg

= Vi, + €,)=0 (ec. FotoPP)

Rezultatul FotoPP se obtine prin generalizarea ecuatiei FOTOPP; in practicd, fotoelasticitatea
3D necesita instalatii de inghetare a modelului 3D, dupa care acest este tdiat in felii (,,fagii’’)
PP_, care, inghetate fiind, conserva rezultatele pentru analiza cu ajutorul luminii polarizate.

Tehnica de lucru 3D e dificild, de curdnd s-a trecut la tehnica holografica.
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6.2 TLE 1n coordonate cilindrice (3D) si polare (PP)

Coordonatele cilindrice si coordonatele polare sunt utilizate pentru formularea convenabila
(ca format ) a unor probleme practice importante din TLE.

Semispatiul elastic- fig. 6.1 semiplanul elastic- fig. 6.2.

semispatiul elastic

7T =planul orizontal (frontiera semispatiului elastic)

x.y.z - coord. carteziene
r(4.z - coord. cilindrice
axa z = directia firului cu plumb

» Definitia 6.1: Un mediu continuu limitat de planul orizontal z=0 denumeste
semispatiul elastic.

Caracterizare: | se zice semispatiu dar este infinit; utilizare: corpul deformabil
pentru cdi de comunicatii.

Notiunea *’ solutie la infinit’” ex: u, = 0|z — oo (tasare se ‘’stinge’’ spre 00 )
» Com: coordonatele polare nu fac uz de coordonata z,; P(r,0) este un punct definit

in coordonate polare coordonate polare (z=0 )

> Definitia 6.2 : Semiplanul elastic ( fig.6.2) ; este rezultatul intersectiei semispatiului
elastic cu un plan vertical, (incdrcarea p=const. este rectilinie de la +oo
la -co si are directia z ).

mcarcare p=const. de la +o0
la - oc pe o directic data

\ pl.Lpe directia de icarcare
-~

p=const. “P>=Forta/Lungime

O

semiplanul elastic

Fig. 6.2: Semiplanul elastic; rezultatul intersecttiei semispatiului elastic cu un plan vertical;
semiplanul este definit in reperul roz L.
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» Ex. 6.5: Definitia semispatiului elastic.
» EX. 6.6: Definitia semiplanului elastic.

» Com: Boussinesq (~1880) a elaborat primul model de calcul in care semispatiul
elastic a fost utilizat drept solid deformabil pentru TLE.

Baze canonice in coordonate cilindrice (polare) —fig.6.3 Modelul solidului deformabil se
edifica, in mod traditional, folosind reperul matematic oxyz din fig. 6.3

z o y
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O
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¢ ' ZBxy0)
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a) b)

Fig.6.3: Baze canonice utilizate Tn Mecanica Solidului Deformabil (MSD) pentru reperele:
a) coordinate cilindrice (3 Dim); é,,é,,é. =1,
b) coordinate polare (2 Dim) é, si ¢,

» Ex.6.7: Completati baza canonica pentru semispatiul elastic utilizat in constructii (fig.
6.1) si semiplanul elastic (fig. 6.2)

» Ex. 6.8: Seminar- Studiul S1(PP) in coordonate polare (r,8)
Rezultat: ecuatiile diferentiale de echilibru, scrise in coordonate polare (r, &)

oo, 10r, o,-0C
+— +

: L+ pf, =0
S1(PP,polare) || & 7 99 d
10dg, +8Tr9 +22'r9 of =0
r 00 or r Ho

» Ex. 6.9: Seminar G1(PP,polare) : relatiile diferentiale intre deplasari si deformatiile
specifice:
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Rezultat: relatiile diferentiale intre deplasari si deformatiile specifice:

ou,
g, =

al’

0
GI(PP5POIare) ge = u_r + lﬁ

r r oo

_1ou,  Guy _uy
Yo =00 " o r

6.3 Aplicatii rezolvate in coordonate polare (seminar); problema
panei elastice (MitchellA1900) fig. 6.4.

P Detaliu in vecinatatea particulei P

ey

LA

! frontiera S

_"’/ r

0 iy,
@ep N grosimea

E_\}
Vx N Fr+0;0y = Trg=0
fronticra F’u

Fi. 6.4: Problema panei elastice ( Mitchell , 1900)
> Desciere:

PP ] ] t P
< — grosimea .,incarcarea este —
Problema o~ & ’ ¢

PP — grosimea t=1,incarcarea este P

Notatii: coordonate polare :7,0,r = OP ; 2a = deschiderea panei elastice: rezemare la o

(frontiera S)).
Stare de tensiune in vecindtatea particulei P (7, ) ; (solutia Mitchell):

A s
I =
=(2x2) T, Oy 0 0

. . . u, u . - A A
Intereseaza si deplasarea punctului P u,, = { } = {0} ( functia deplasareu =u, e, +u,e,

Uy

nu face obiectul cursului de fatd).Se face doar observatia conform careia S, este o frontiera
depértata (r — oo ), de-a lungul careia deplasarea punctului P este identic nula.

Solutia se obtine cu functia Airy In coordonate polare; (solutiaMitchell)
‘Mitchell :F(r,0) = Ar@sin @ + Brfcos 9| unde: A,B sunt constante ce urmeaza a fi
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determinate din conditiile la limita ( pe frontiera) S, U .S, . De fapt frontiera S,

fixarea panei fiind presupusd a fi departe de varful acesteia.

» Com:
0°F coordonate 10F 1 0°F
7= oy® olare :;E_Fr_z 3
y p 692
_O’F
7= ox®
o0'F
T, =
Y Oxoy
» Ex.6.10 : Urmand comentariul de mai sus obtineti expresiile tensiunilor
O-V
o =10, sub forma generali:
—=PP
TrH
1oF 1 0°F
o, =——+—
ror r*oe’
, O°F
A”/:y coordonate  polare 0_9 = _al" 2
__0|1 oF
o orlr 00

si, folosind solutia Mitchell, sa se obtina rezultatele: o,=0

Tr@ :0

nu intervine,

o, zg(Acos<9+Bsint9)
r

» Ex.6.11: Aratati cd solutia de mai sus satisface ec. S1(PP,polare) oricare ar fi A si B in

absenta fortelor masice.

» Ex. 6.12: Sa se determine (precizeze) constantele A si B impunand conditiile la limita

(pe frontiera S ).
Indicatie: Vom folosi direct ecuatiile de echilibru ale sectorului ORS-fig. 6.5

\\,\ 0
Y
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N
t (g_msimcﬂ) =]
L
R4 p /dA S
Diagrama 7, ) ~dA=rd@
(J']_

X

Fig. 6.5: Pentru ecuatiile de echilibru al sectorului de cerc ORS
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iz X =0=Pcosf+ T(o;rd&)cos@

—-a

YY =0=Psin B+ [(c,rd0)sin0

Necunoscute : A si B

Rezultﬁ : A: _PC—OSﬂ B = _M
200 +sin2a 200 —sin2a
Solutia: o, :E(A0059+Bsin6’) :—2—P{ cosfcos j + sinfsin }; o,=1,,=0
r

r | 2a+sin2a  2a-sin2a

» Com: marimea o se introduce in radiani !



