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LEC|IA 7 : PROBLEME PALNE {N COORDONATE POLARE 
PP(CONTINUARE);PROBLEME POLAR – SIMETRICE (PPS) 
 
 
 

7.1 Particulariz`ri ale problemei Mitchell ( fig. 7.1a ; 7.1b ; 7.1c) 
 

                a)                                       b)                                                            c) 
 

Fig. 7.1 Cazuri particulare ale problemei Mitchell 
 
Solu\iile problemelor din fig. 7.1: 

     Fig.7.1a:   
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Fig.7.1b: 
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Fig.7.1c

 
¾  Ex. 7.1: Particulariza\i solu\ia (1) pentru cazul particular α= 300 ]i calcula\i eroarea: 

err % 100⋅
−

= TLE
x

TLE
x

RM
x

σ
σσ

 unde  este solu\ia [n punctual RM
xσ )0;10( == θtrP iar 

TLE
xσ  este valoarea calculat` cu TLE . 



TLE   Lec\ia7 2

¾ Ex. 7.2  (seminar ) fig.7.2 (a,b,c)  
 

 
     a) date: P                         b) date:Q                  c) date: P1; P2; a 

 
Fig.7.2(a,b,c): Aplica\ii pentru semiplanul elastic 

 
 
¾ Ex.7.3:    (fig. 7.3) 

       
       Date: P1 ; P2 ; a 

Se cere : starea de tensiune [n punctual A )
5

; ayax ==(  ]i tensorul Aσ~  

    
                   a)Enuntul problemei 7.3        b)Parametrii problemei Flamant    c)Matricea 

A
σ

Fig.7.3: Problema semiplanului elastic (Flamant). Exerci\iul 7.3 
 

Indica\ie: Problema se rezolv` [n urm`toarele etape: 
 
Etapa 1: Se determine` parametrii care definesc solu\ia Flamant: 

 

r1= .............)3,0()7,0( 22
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22 =+=+ aaraa  
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Etapa 2: Se calculeaz` tensiunile normale radiale [n punctual A, induse de for\ele P1 ]i P2. 
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Etapa 3: Se realizeaz` trecerea la coordonatele carteziene (fig. 7.3c) ]i se se construie]te 
tensorul Aσ~ , folosind baza canonic` a reperului cartezian OXY ( a se rezolva ca la seminar!) 

ii
A

T
A

ˆ~ σσ ⊗=  

¾ Ex:  7.3:        →
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σ   seminar 

 
 
 
 

7.2 . Probleme  plane  polar- simetrice (PPS)  - fig.7.4 

 
Fig.7.4 :Definirea problemelor polar – simetrice (PPS) 

 
Definirea PPS : aceste probleme se definesc pe domenii circulare ( pline sau cu gol central). 
 

Caracterizare:   

•  0;0 =
∂
∂

=
θθu   (fenomenul nu variaz` [n raport cu θ ) 

•  grosimea t=const. pe [ntreg domeniul (]aib` circular` plin` de diametrul D) 
• [nc`rcarea: polar- simetric` 

b. Exemple  practice : (fig. 7.5; 7.6 ; 7.7) 
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Fig.7.5 }aib` precomprimat` (bandajul ro\ii, pre[nc`lzit, se aplic` pe roat`) 

 

 
 

Fig. 7.6: Procedeul fret`rii: cilindrul este 
‘’fretat’’prin aplicarea unei frete (s@rme) 

pe contur, circular ]i cu pas uniform. 

Fig. 7.7 : Coloan` tub o\el cu beton 
[nglobat ( pentru funda\ii de poduri) 

 
 

¾ Teoria PPS: 
 
¾ Ex.7.4:  Particulariza\i studiile (S); (G); (F) pentru PPS 

 

Indica\ii :  Dispar 0; ==
∂
∂

rr θθ ττ
θ
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For\ele masice   rfρ  se pot prezenta [n dou` variante: 
1. rfρ = 0 [n probleme statice, c@nd se neglijeaz` greutatea proprie; 

2. rfρ ≠ 0 c@nd exist` for\e centripete (radiale) – fig. 7.8                                                             

Consider` numai cazul rfρ =0; rezult`:            
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 (S1)PPS   :       0=
−

+
rdr

d rr θσσσ
     2 necunoscute .  θσσ ,r    GNS = 2 – 1 = 1 (o dat` 

interior static nedeterminat`)                    

⇒

          
 
 

 
Fig. 7.8: For\e radiale rezultate prin centrifugare (st@lpii circulari din beton armat , 

prefabrica\i) 
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¾ Com: 

i) [n studiul (G1)PPS exist` numai deplas`ri radiale; acestea pot fi notate simplu ur =u 

ii) {n problemele PPS apar 3 necunoscute:  




= .)1(:)1(
)2(:)1(

necuuG
necsiS

rPPS

rPPS θσσ

iii) Problema PPS este deci , static determinat`! concluzie: (studiul (F) nu intervine 
[n sistemul de ecua\ii); problemele PPS sunt solubile f`r` interven\ia ecua\iilor (F). 

 

¾ Ex. 7.5:   Scrie\i expresiile ∇ 2242 )(, ∇=∇∆=∇=∇⋅∇ PPSPPSPPSPPSPPS si
rrr

 

(operator armonic ∇ ]i biarmonic ∇  pentru problema PPS. 2 4

 
Indica\ie: 
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¾ Ex. 7.6: S` se scrie ec. de biarmonicitate  Airy  ∇  0)(4 =rF

Indica\ie:                                                                           

                                     )4.(....................0)(1)(
2

2

2
4 =








+= rF

dr
d

ddr
drF∇  

R`spuns:                  )5.(..........0112)( 2
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=+−+
dr
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Fd
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Fd
rdr

FdAiryecuatia  

 
¾ Com: Caracterizare ]I rezolvare a ecua\iei de biarmonicitate Airy.  
 
 Ecua\ia diferen\ial` ordinar` , de ordinul 4 , cu coeficien\i variabili 

                             




− 32
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Substitu\ie (Euler)     
rdr

dtrtr t 1ln =→=⇒= λ  

 
¾ Ex. 7.7:   Efectu@nd substitu\ia       aduce\i ecua\ia (5)  la forma (6) tr λ=
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¾ Com: Ecua\ia (6) este o ecua\ia diferen\ial` ordinar` , de ordinul 4 cu coeficien\i                    

constan\i : 
Demonstra\ie:      
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¾ Ex.7.8  Ob\ine\i solu\ia ec. (6)  sub forma (7) sau (7’) urm@nd metoda Euler. 
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Indica\ie : se scrie ecua\ia characteristic` [n R, c`reia i se calculeaz` r`d`cinile: 
                

                

)7..(........................................lnln)(
:

)7.........(........................................)(
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¾ Ex. 7.9: Cunosc@nd solu\ia F(r ) (7’) s` se ob\in` expresiile pt:
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 7.3 Aplica\ii  PPS 
 
¾ Ex. 7.10:Fig. 7.9 pentru enun\ul Ex: 7.10:  ]aib` circular` cu bandaj ,st@lpul fretat 

(fig. 7.9). 
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a) definirea 

problemei:p,r,
a) definirea 

problemei:p,r, θ∀  
 

b) Matricea
A

σ  

 

Stare de tensiune 
omogen`

  
Fig 7.9: Pentru enun\ul ex. 7.10: ]aib` circular` cu bandaj, st@lp fretat 

 
Condi\iile problemei: 

        r = a )9..(..............................
2

2,)8( 33
pCpCp rr

−
=⇒−==⇒= σσ⇒   

pCC r −==⇒== σσ θ042  

¾ Com: Stare de tensiune omogen` 
¾ Ex. 7.11   Tuburi cu pere\i gro]i (fig.7.10) 
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Fig. 7.10: Tuburi cu pere\i gro]i 

 
 
- a = raza interioar` [nc`rcarea radial` pa 
- b = raz` exterioar` [nc`rcare radial`  pb 
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 [de ce ?   r  nu exist`] rln0 ⇒→
 
Rezult`: Rezolvare (9) [n (10) θσσ ;r⇒  
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¾ Com: .2 22

22

ct
ab
apbp ab

r =
−

⋅⋅⋅
=+ θσσ ( nu depinde de r) 

 

¾ Com:  ( ) .const
E rPPSz =+−= θε σσυε  

                           (st@lpi lungi) 
 

=zε deforma\ie specific` liniar` [n lungul st@lpului 

Caz practice: Date: a; b  ]i  ∞→ 0;0 ppp ba −==  este cazul unui tub circular (conducte) 

pozat` [n ap` la ad@ncime pentru transportul \i\eiului de la o platform` marin` la rezervoarele 
rafin`riei 
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