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LECTIA 8: PLACI PLANE CIRCULARE - CAZUL
AXIAL - SIMETRIC

8.1 Definitii, notatii; clasificare.

Placa plana subtire h << min (a,b) - fig. 8.1 incdrcarea p(x,y) are directia z ; h = grosimea
(poate fi constantd sau variabild).

Notatii:
e PL - XYZ: plici dreptunghiulare in coordonate carteziene;
e PL - CIL : placi circulare in coordonate cilindrice;
e PL - PPS: placi circulare axial simetrica.

Fetele placii sunt: z = —g ( fata superioard); z = g (fata inferioard)

» Com: Rezemarea placii plane se realizeaza pe conturul plicii sau in orice punct al ei

(de exemplu : rezemare pe stalpi ).
X
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Fig. 8.1(a): Placi dreptunghiulare in coordonate carteziene: PL-XYZ

» Com: Placa pe mediu elastic ( = semispatiul elastic) este ,,incarcatd’’ si pe fata

z= +§ (inferioara).

= (simetrie polara)
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Fig. 8.1(b): Placa circulara in coordonate Fig. 8.1(c): Placa circulard in coordonate

cilindrice: PL- CIL polare ; cazul axial — simetric PL-PPS
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> Com: In lectia de fati ne ocupim numai de plicile PL- PPS, pentru care modelul
TLE-PPS este prezentat in Lectia 7.

Rezumat PPS
do, o,-0, A
or r
du,
g =
dr
ur
(GD)pps Eg = o
}/rg = 0

0'F 20°F 1 0°F 1 0F _

ort  ror r* or r3§_

AIRY|,ps : V?F(r)=0 sau, dezvoltat, 0

» Com: Ecuatia placilor din fig.8.1 (a,b,c) se va putea scrie in mod unic astfel:

Ecuatia fundamentala a placilor plane : SOPHIE GERMAIN-LAGRANGE (~ 1780)

PL—XYZ: Vw(x,y,z)= 2%

D
PL—CIL: Viw(r,0)= 2L | gy y=2L)
D D
PL-PPS: Vw(r)=2")
D
3
unde s-a notat : D =———— se numeste rigiditatea cilindrica a pldcii :
12(1-v7)

E = modulul Young
h = grosimea placii
v = coeficientul Poisson

» Ex. 8.1 Definiti placile plane in mod unic ( o descriere conform fig.8.1 (a,b,c, ) si
prezentati ecuatia diferentiald asociata:
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8.2 Placile PL-PPS; Studiul (G) ( fig 8.2)

> Com: In planul plicii avem o singuri variabili de lucru notati cu ,, r’’si pe directia ei
putem lua axa ,,x *’, A este punct oarecare in planul medial al placii (z=0) (fig. 8.2)

Detaliu

£ =rotiren normalei AB

Fig.8.2: Placi plane PL- PPS ; Studiul (G)
Notatii de lucru pentru studiul (G):

OA- planul median nedeformat

O'A" — planul median deformat (nota: in RM: fibrd medie deformata )

La cota ,, z’vorbim de planul de la cota ,,z’’;sau mai sunt: planul ,,z’’(= planul de la cota z
= Zy)

Notatie pentru detaliuldin fig. 8.2 : [1 C'A'B' = ¢- rotirea normalei AB fatd de axa z ;

C'B"' =u, deplasarea pe directia ,,r’’ la cota ,,z”’
Din examinarea fig. 8.2 (detaliu) rezulta:

(1) . =C'B'=ztgp = zsin¢g = z¢ (calcul de ordin I)
u, =0 (numai in modelul PL-PPS)

Ipoteza (I) in teoria plécilor plane

Ne situdm in calculul de ordinul I 7g¢ =sin¢ = ¢ (relatii valabile in calculul de ordinul I,
rotiri mici)

Deformatii specifice:

du rerl’sl)
g, =—— = z——
5 dr dr
@4, n_ ¢
r r
7. = 0 numaiin modelul PL - PPS
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8.3 Studiul (F)

Ipoteza II : In studiul (F) folosim modelul TLE PP

Relatia o ,p, = E€ pp, conduce la expresiile:

E
o, = £, +vg
7 1_02( 7 9)
o,=——(g, +vsg
(3) g 1_02( 0 r)
Tr@ :0
7. = N(neprecizat!)

» Com: Pentru placi groase se va folosi PP, ;deci: 0 ,p, =E, &pp, [ screfi expresiile

analoage (3) pentru placi groase ! expresiile (3')].

» Ex: 8.2: Enuntati si comentati ipotezele teoriei placilor plane (Teoria Sophie
Germain-Lagrange) [Indicatie, revedeti relatiile: (1), (2) ,(3), (3')]

Studiul (G+ F)
r EZ 2 (ﬁ + Uﬂ)
(4) 1-v dr r
= £z (ﬁ + ud—¢)
R T dr

8.4 Studiul (S) . Se compune din 2 parti (substudii) Sa si Sb
(Sa) : Stabilim relatiile de echivalenta pe grosimea placii —fig.8.3

planul z=-h/2

2
M. (r )( ; . §
Ur(I'.Z_)—/( le\l

Z

Fig.(a) Momentul M (r) Fig.(b) Momentul M ,(r) Fig.(c)Forte tdietoare
T(r)

h/2

M (l')( E 0

ul z=h/2 Oy (1,2)

2

= = e e

h

Fig.8.3: Pentru studiul Sa: momentul M, (r), momentul M ,(r) si forta tdietoere 7'(r)
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Ipoteza III: acceptam calculul de ordinul I ; lucram pe configuratia nedeformata.
Eforturile placii se definesc pe unitatea de lungime (r sau € ) si pe grosimea placii, astfel:

h
M, = jzh o, zdz
ﬁ2
(5)(Sa) M, = jzh o, zdz
2

ﬁrz

T:J;r dz
2

» Com : Contradictie:!

Ipoteza IV: pentru r,_ (mdrime neprecizatd inca —vezi relatia 3): se accepta rezultatul din

RM, folosind o relatie (sau o variatie) parabolica pe inaltimea ,,h’’ (Jurawski); rezultatul este
prezentat in fig. 8.3c.

Studiul (Sb) — relatiile diferentiale de echilibru ale elementului de placa - fig.8.4

» EXx. 8.3 Sa se reprezinte echilibrul diferential al unui element de placa circulara
PL-PPS

M dr :
L = &
A, Ar

Ele-mg}dt52 c&: {hcn T Moxd® [T +@T/Mdr)dr](r+dr)ds
. de = Incarcare i ‘ / — == dir. T
dir. t T/C/ ; prxdA 0
rds z .
[M A @M Adrdr | (r+dr)ds

Plagp=a)

-

A3 dr
normala pe dir r r : )
dir Lt - " dA = ana AsAsAsAu= rdrd®
Fig.8.4(a): Element de placa vazut de sus Fig.8.4(b): Echilibrul elementului de placa

Fig. 8.4: Studiul Sb: Echilibrul diferential al elementului de placa PL-PPS

Indicatie: Se pot scrie doud ecuatii (vectoriale) de ecilibru; +»L ZZ =0si +»L ZM ., =0

(se va observa cd ecuatia de proiectie pe directia r este identic satisfacuta!).
Incércarea p( r)dA =p(r) r dr d6 are directia z

» Ex.8.4 Sd se obtind ecuatiile diferentiale de echilibru ale studiului Sb

V7 =0 p(r)rdrd0—Trd0 + (T + aa:—Tdrj(r +dr)dd =0
+ r

:>T+rd—T:—pr
dr
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M_.dr(d®/2)

— e ———— i1 1

Ad
e M, dr(do/2)

A3

M M
ioctia Lt - —2dr-d0+—2dr-d0 =M ,dr-do
pentru proiectia - : 2 2 0

Fig. 8.5 : Detaliu de lucru pentru ecuatia de momente ZM ., =0

» Com: Mrsi M@ se masoard pe unitatea de lungime avand unitdtile de masura :

<M ; > in daN (unitati de fortd) ; <T > in daN [unitéti de forta (lungime)], fiindca:
cm

M = daNcm
cm
T:daN
cm
Dezvoltam relatiile (Sa) astfel:
L Ll L
(S.) % ®i FEs @ g 2 dé ¢j
M (r) = |o.zdz = & +vLE = 22dzl ==+ 0Lt | =
) '[, ' '[11—1)2( ' ¢)d 1—02'[, (dr r
2 2 2
3
(7 S . (d—¢+ugj=D(d—¢+ugj
12‘1—0 ) dr r dr r
) ¢, df
M@Prp)y=--———————— =D L+v——=L
o) (r drj

T — se obtine direct din studiul (Sb) di(rT )=—pr =T ; Rezultatul final:
r
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M (r)= D(ﬁﬂ)gj
dr r

d
(SpLppst  |[My(r) = D(é + u—¢j
r dr

L1 =—pr)

8.5 Sinteza S+G+F : ecuatia diferentiald a modelului PL-PPS

» Ex. 8.5. Introduceti expresiile (7) pentru M, ,M,,T in ecuatiile diferentiale de

echilibru (6).S4 se obtina ecuatii diferentiale de ordinul III in rotirile normalei ¢

®) e

ar* rdr r

Co 11, T0)
D

r ar* rdr r’

, ' 2
> Ex. 8.6. Observand identitatea {(¢r) +l} _49 +lﬁ—i¢ sd se scrie ecuatia

de ordinul Il in ¢ astfel:

d|1d T
9) — ——(¢r) =—| - ecuatia diferentiald de ordinul Il in ¢ (forma’’
dr|rdr D

compactd’).

> Ex. 8.7 Sd se efectueze , prin integrari successive, calculul expresiei ¢ (r ) sub forma:.

(10)  ¢(r) = DLIr(J. Tdr)dr + C,r + G unde C, , C, sunt constante de integrare care
r r
se obtin impunand conditiile limitd(de rezemare) ale placii, modelul PL-PPS
» Ex. 8.8 Introducand expresia obtinutd (9) in ecuatia de echilibru (6) di(rT )=-—pr
r

sd se obtina ecuatia diferentiald de ordinul IIl in ¢ :

d’¢ 2d°¢ 1dp ¢ p(r)
TRl AN AN s
dar’ rdr* r*dr D

(1)

aw(r)

» Ex. 8.9 Inlocuind ¢(r)cu expresia ¢(r)=-— unde w(r)=AA’ (fig. 8.2)

(deplasarea transversald a pldcii pe directia z), sa se rescrie expresia (10) sub forma:

Viw(r) = % unde :

12
(12) d*w 2d3w_Ld2w ld_w

— +_
art v dr’ rrdr* P odr

Viw(r) =
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Rezultatul (12) reprezintd ecuatia diferentiala a placilor plane in deplasari w(7) -modelul
PL-PPS.

8.6 Aplicatii (seminar)

> Ex.8.10 DiagrameleT, M, , M,

=

? p=ct.
EETEEEERUN RN
|
. Ahv
a a
| 2
Mgf(a) h\f\ﬁ\ L M (@) = UM, (@) = - L}E?;
@
| \
| M(_Ifr]
|
Fig.8.6
Raspuns: M, (0)= M, (0) = pa’

2

M,y (@)= oM, (@) =-v*

> Ex. 8.11

Raspuns:
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> Com: (M,.M,)= % = F (unitdti de fortd)

> Ex:8.12

|
m( . )m

ala
b b
Fig. 8.8
Raspuns:
b’ 1
M,(r=b)=Mp (1+v)—-(1-v) unde [ = >
a b
(1+0)—2+(1—0)

a



