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LECTIA 10: PLACI PLANE IN COORDONATECARTEZIENE

10.1 Clasificare ;notatii de lucru; modele de calcul.

3
Date: a,b,h,- grosimea placii E,v; D= % = rigiditatea cilindrica a placii
-0
p(x,y) — incdrcare distribuitd (actioneaza pe directia z ); incdrcare normala pe planul
median OXY; a,b = laturile placii dreptunghiulare.

a |

h=grosimea placii

ABCD=planul median al placii nedetormate

AD o latura incastrata

ABCD——— latwra simplurezemata (articulata)

BC latura libera

Fig.10.1: Definirea si clasificarea pldcilor plane; coordinate carteziene; oxy = planul median
» Com: Pot exista si alte situatii :

o 1incastrare partiald
o reazeme late
o placi pe mediu elastic (dale, radiere,.....)

Scurt istoric: Modelele de calcul pentru analiza plécilor plane au evoluat in ultimele doua
secole astfel:

e ~ 1760: LGK: Teoria ( modelul) Lagrange-Sophie Germain —
Kirhhoff

e ~1910: CSR: Teoria ( modelul) Cosserat
e ~1950: MRN: Teoria ( modelul) Mindlin — Reissner - Naghdi

» Ex. 10.1. Definiti placile plane si modul lor de rezemare , clasificarea in functie de

raportul %: 1 = max(a,b): h= grosimea placii.
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» Clasificarea placilor; modele de calcul adecvate:

¢ é <2 : bloc, cuzinet=> modelul de calcul TLE (3 Dim)

o 2< ? <5+6 plici groase , teoria MRN (in care se tine seama de influenta
fortei taietoare T)

o 5+6< % <10+20 pldaci de grosime medie, teoria MRN ( 1n care se poate
neglija influenta (T);

o 10+20<é£ 25+50 plici subtiri ( sau flexibile) teoria LGK; nu se tine
seama de influenta (T).;exemple:-plansee (constructii civile)

- diafragme ( la poduri)

o 25+30< é <50......... 100 pédnze subtiri (placi foarte subtiri)— teoria neliniara
a clasticitatii TNE, teoria CSR

o 100< % membrane ; teoria de membraned: exemple: folii, suprafetele

gonflabile, foi de cort etc...!

> Com: In cursul de fati lucrim (dezvoltim ) numai teoria LGK ( Lagrange- Sophie —
Germain- Kirhhoff")

10.2. Ecuatiile studiului (G) — fig.10. 2

dx

normala mn
X

!
u, Ty 2

o ugu,: deplasari +in sensul axelor X.y.
Sy rotiri + dupa regula burghiului;
==~ & nuintervine in model (exceptie: Teoria CSR)

a) Elementul de placd hdxdydz b) Normala mn , contindnd punctual
q(x,y,z) de cota

Fig. 10.2: Geometria placii la nivelul normalei mn ; notatii de lucru; conventii de
reprezentare si de semn algebric

Deplasdrile punctului q(x,y,z) sunt: u ,u,,u_( cain TLE 3Dim) .Rotirile normalei mn , care

trece prin punctual q se noteaza cu 6,,6,,6.( vezi fig.10.2b).
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Relatiile intre deplasari si rotiri sunt:
L (x,3,2)=0,(x,y)z
. uy(x’y’z)z_ex(‘x’y)z

» Com: 6_(x,y)="7(rotirea normalei mn in jurul axei proprii, adica a axei z) a condus
istoric vorbind, la diverse teorii ( modele), astfel:

I . Teoriile LGK si MRN utilizeaza . =0 adicd, de fapt nu utilizeazd 6._; aceste teorii sunt

considerate, in prezent, teorii clasice;
II. Teoria COSSERAT (1900) utilizeaza &, #0.Teorii CSR este consideratd teorie
neclasicd( moderna) ; este utilizata azi, preponderent,pentru placile composite.

Com: LGK ( Lagrange — Sophie Germain — Kirchhoff ) neglijeazd influenta fortei tdietoare
(T) asupra normaleimn .mn este o normald rectilinie si inextensibild (s. =0)1n teoria
LGK.

MRN: Mindilin — Naghdi — Reissner se tine seama de influenta fortei taietoare (T).
Teoriile LGK si MRN sunt prin conceptie (teoreticd) analoage modelelor de calcul din RM,
fundamentale pe ipoteza lui Bernoulli si respectiv, Timoshenko (fig. 10.3)

m m m'
b . i _ 7~ m"
/ Modele de calcul in RM/TLE:
/ Bemoulli <—>LGK
planul z=0 plamul z=0 Timoshenko <— MRN

7
4

n' L ' \{ . |

n n n

Teoria LG Teoria MRN
a) Teoria LGK b) Teoria MRN

Fig. 10.3 Modele de calcul LGK si MRN

In continuare se va dezvolta numai teoria LGK, al cirei cAmp de aplicatii cuprinde plicile
subtiri ( flexibile).

Ipoteza LGK: mn = m'n' =normald rectilinie §i inextensibild; aceastd ipoteza conduce la
relatiile:

@) u (x,y,z)=u_(x,y,z=wx,y)
(6, =0) conditia de inextensibilitate

Inextensibilitatea (¢, =0)este utilizatd in teoriile clasice (LGK si MRN), fiind folositd

pentru definirea functiei deplasare w(x, y) pentru orice punct q situate pe normala mn .
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» Ex.10.2. Enuntanti teoriile placilor si comentati deplasarile , rotirile, si inextensibilitatea
normalei mn .

Deformatii specifice: Se retin 5 componente distincte din matricea ¢ ), notate & pp sy, $i

€ ppr(aany astfel:

&
TLE Vi * 7y
(3) £6X1 =3 s = &p = g, §1 :>}_/PL = y
2x J (2x1
7)’2 J/xy .

(3x1)

> Com: In studiul (G) al deformatei lucrim cu §%1,\f;1); in teoria LGK, deoarece neglijam

influenta (T) , lucram cu géiﬁ; iar 7_/251]{ = {7/ yz} =0 (neglijabil)
gx
» Concluzie: Retindnd numai teoria LGK = (4); &' =¢ pp =1 €, astfel incat relatiile
]/xy
(G,) (intre deformatiile specifice si deplasari) se scriu:
ou, 00, rt g%y
gx = = z =— z
ox  Ox o’
ou 00 r’M 5?2 0
(GZ)LGK: (5) 8y — y — __xZ __ 8 ‘;VZ Sl. }/LGK — }/yz —
ay ax ay = 7)62 (2x1)
ou, 00 2
7x=8uX+ y yz_(?@x :_26WZ
Y9y ox Oy oy Ox0y

» Com.: Rezultatele (5) pot fi comparate cu usurinta cu cele din RM unde, daca x, y sunt
axele principale in planul sectiunii, iar z este axa barei, atunci:

-2
(RM): ya
g =N

7 ox
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o0*w
&, =——57z2
ox
. . . o*w
Asadar, in teoria LGK, avem relatia (6): £, == o z
v
2
Vi =2 v,
Ox0y

10.3. Studiul (F) teoria LGK
z-

Se lucreaza cu indice PP ,(probleme plane , plici plane) unde: o ,, = gf,fK si gf,fK = { xz } =
T

neglijabil

O_.X
(F) gPFzsxl) = O-y :£(3x3)§PP(3x1)
T,
x s . -1 A A .
» Ex. 10.3 Sa se obtind matricea £ ; cunoscand E, in variantele de lucru: a)

constantele Timoshenko (£,v); b) constantele (L,G); indicatie:

£ 1 v 0
-1
@ = TN : 190 =L =t
0 0 —
2
10.4: Sinteza ( G+F)
_62w
1 o 0 6§2
Q@) g =E&p = Ez v 1 0 _azv z
= 1-v 1-v oy
O 0 T ~ aZW
Ox0y

» Ex.10.4 Dezvoltati (8) si obtineti expresiile pentru: o,,0,,7,,

E | d*w o*w
o, =- +v z
1-v*| ox? oy’
y E o'w 0w
Réspuns : o, =- S| o—+— |2
I-v ox oy
E o*w
T, =— z
i 2(1+v) oxoy
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10.5 Studiul (S)

(Sa) --- relatii de echivalenta pe elementul de placa (fig. 10.4)
(Sb) ---ccuatiile diferentiale de echilibru

M,

1

b

=

(a,)

Fig. 10.4 Relatiile de echivalenta intre diagramele de tensiuni $si momente

Studiul (Sa)

h
2 2 2w 2 2
O'deZI—I (8 > z’dz=-D ow > 8 Zv
Sl-v k@x 6y ox 8y
2

unde s-a notat cu D caracteristica denumita rigiditatea cilindricd a placii:

M =

X

|
o] s — =

En’®
12(1-0%)

2
z°dz =

S
Il
=
N\IE"‘—’N‘}‘

» Ex. 10.5 Reprezentati My si Mxy (torsiune) si obtineti expresiile eforturilor ;
momente: Mx, My , Mxy

2 2
M, =—p| L4
ox® é‘y
2
Rezulta:  (9)\M , =-D o L 6 VZV
oy’ ax
62
M _ =-D(1-v)
- OxOy
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