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LECTIA 11: PLACI PLANE -TEORIA LGK (CONTINUARE)

11.1 Rezumat

Reperele carteziene utilizate in teoria pldcilor plane sunt adecvate naturii problemelor de
rezolvat ( fig. 11.1), astfel incat axa z are directii si sensul firului cu plumb ( fig. 11.1a), sau
axa z urmeazd sensul reperului cartezian al MSD ( fig. 11.1b).
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a) reperul cartezian utilizat la curs b) reperul cartezian utilizat in MSD
(1In constructii) ( Mecanica Solidului Deformabil)

Fig.11.1 (a,b) Repere carteziene utilizate in teoria placilor plane

Se reamintesc notatiile asociate normalei mn si a vecinatatii sale — elementul de placa hdxdy:

- incircarea p(X,y)
- planul z, punctul q

3
- rigiditatea cilindrica a placii D = Lz
12(1-v7)
» Ex:11.1: Sa reprezinte eforturile sectionale M si T pe elemental de placad in
variantele de reprezentare din fig 11.1 ( fara cresteri diferentiale).
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Indicatie:

MX
TX
Moy =M, 11 T,y ={T}

M

xy
» Ex. 11.2 Prezentati efortule sectionale M cu cresteri diferentiale ( pentru
scrierea ecuatiilor diferentiale de echilibru in teoria pldcilor , in variantele de
reprezentare din fig. 11.1.

Indicatie : urmand exemplificarea din fig. 11.2 , completati exercitiul cu reprezentarea
conform reperului MDS din fig. 11.1b.
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Fig. 11.2: Momente sectionale — reprezentare in reperul firului cu plumb (pentru constructii)

Reperul cartezian pentru constructii:
- reprezentare M, ,M , si cresterile diferentiale M oM }

*

- reprezentare M, ,M  si cresterile diferentiale M, ,M ”
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x} cu cresteri diferentiale
y

» Ex. 11.3: Reprezentati eforturile sectionale 7 = {
( pentru scrierea ecuatiilor diferentiale de echilibru in teoria placilor).

Indicatie: vezi fig. 11.3 pentru varianta de reprezentare a reperului cartezian pentru
constructii; realizati exercitiul folosind apoi reperul din fig. 11.1b

11.3 Studiul Sb: Ecuatiile diferentiale de echilibru (fig. 11.4)
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Fig. 11.3 Eforturi sectionale de tip forte tdietoare in reperul cartezian pentru constructii,
reprezentarea T, 7, si cresterile diferentiale 7T, o, T y*

M, dx
Tdx T A
non ‘#)‘E‘r X
TN g
RTAY = 5
NMdy p(xy)dxdy  dy .y i
M dy —==-T;) X 'ufi\)lﬁ@:—kl"{;}(l\
/ dx Mdy
Ly X '

W M{Fﬂ Tl
M dx

Fig. 11.4 Campul eforturilor sectionale pentru studiul (Sb) in teoria placilor ( ecuatiile
diferentiale de echilibru)

Recapitulare Studiul (S) - (Sa) relatii de definitie pentru M si T ( vezi si lectia 10 )
-(Sb) ecuatiile diferentiale de echilibru ale cAmpului eforturilor
sectionale (fig. 11.4)
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In Studiul (Sb) se scriu 3 ecuatii de echilibru vectorial (fig. 11.4):

zMaxax :O

(Sb) (1,2,3) {>'M,, , =0

>Z=0

» Com: 5 necunoscute (M ; ysi T ,,,) numai 3 ecuatii de echilibru; gradul de

nedeterminare statica (interioard) GNSint=5 -3 =2
Cele 5 eforturi sectionale — necunoscute ale problemei (Sb) sunt:

M

i T,
M(3xl) = My Z(le) = T
M

xy
Reamintim cd in TLE ( 3D) ; GNSint =6 - 3 =3!
Se dezvoltd numai prima ecuatie de echilibru vectorial din sistemul (Sb); celelalte doua
ecuatii se prezintd ca ale unor exercitii.

(M, =M )dx+(M,, —M_)dy+T,dxdy =0
%/_/

|
_oMy dydx _oMxy dxdy
oy Ox

Deoarece elementul de placa este un element diferential, rezultd dxdy # 0; prin urmare :
oM, oM

- -—2+T, =0
Oy ox ’
sau:
- oM, oM,
M =0 = (Sb)gy —+—==T,
axa x ay ax
> Ex: 11.4 Sd se arate ca ecuatia de echilibru 2]\7[ wa » = 0conduce la rezultatul:

oM. oM,

ox oy

» Ex:11.5 Si se arate cd ecuatia de echilibru ZZ =0 conduce la rezultatul:

or. orT
Sb)zy: —= + —2
(SP)ay: 2,

=-p(x,y
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11.4 Analiza comparativa a teoriei LGK cu teoria grinzilor

Reamintim rezultatele din Rezistenta Materialelor (RM)

dT
ey E——p(x)
am
(2) E—T(x)
d*M dT
RM : {(3) I —E——p(X)
4) a’zwz_M(x):> d3w=_i(M(x)j=_T(x)
dx’ EI dx’ dx\ EI EI
(5) T(x)=-EI d%;
X

TLE / LGK: Scriem ecuatiile de echilibru pentru momente astfel:

oM. oM,
O S | |2 o O(m,
Sb x ox ¥y LI pr
0 oM, oM Tl 2 a7 T Sew e T Een
(2) . + & :Ty a_ 5 Mxy —_—
8y ox Y (R Tiouy

v M
T 223x1)
Dpp(23)

Asadar, relatia (2) din RM se generalizeazd sub forma ecuatiilor (Sb); ;) din TLE/LGK.
Aceste ecuatii pot fi exprimate in deplasari ( functie w(x,y) si derivatele ei) : (Sb),:

0 0
—M)+—(M,)=T
7% M) 8y( =T,

[l sfmis)-sten

ox

x> ot )| oy dxdy ox
2 2
unde: V’= 8_2 + 8—2
ox~ Oy
. . oM | oM, o (_,
» Ex:11.6 Aduceti ecuatia (Sb)(z) X+ =T laforma:7T 6 = —D—(V w)
oy ox g g Oy

Asadar, relatia (5) din RM se generalizeazad sub forma:
0

T —
Z(le)(an’):{]; }Z—D aﬁx Vi

y

dy (2x1)
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11.5 Ecuatia diferentiald de ordinul IV a plécilor plane in coordonate
carteziene (sau ecuatia Lagrange - Sophie Germain)

p(x,y)
D

Rezolvare: Ecuatia de proiectie (Sb), ZZ =0acondus in Ex 11.5 la rezultatul:

Indicatii: vezi lectia 8 ( plici plane circulare): V*w(x,y) =

or. oT
(Sb)a: —+——=—p(x,»)
ox

y
Introducem:
0 (o2
=—D—\V
x ax( W) oT 6Ty o2 5 0’ 2
0 ax+a :_Daz(v w)=D——(V'w) =-p(x.y)
T,=-p_(vw) ) >
y

Rezultd ecuatia Lagrange — Sophie Germain:

V2 (V2w(x, ) = p(gy) sau V(. y) = p(gy)

Modelul complet constd din introducerea conditiilor la limita (S3) si (G3), dezvoltate in
paragraful urmétor.

11.6 Conditii la limitd (de rezemare) — fig.11.5

Teonia placilor (TLE) Teoria placilor (TLE)
8 7 Latura incagtrata (AB) 3—8 Incastare
pi ) Latura simplu rezemata ) >Sm'1pla LeZRutarel
s == = —= == it : - N A {_articulatie
(articulata) (AC.BD)
2 D ; R
¢ ¢ Latura libera (CD) Capat liber

Fig.11.5 Placi dreptunghiulare . Conditii la limita ( tipuri de rezemare)

» Com : Se prezintd numai doua tipuri de rezemare: latura incastratd si latura simplu
rezemata ( articulatd);
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» Com: Latura liberd nu este examinata in cursul de fata! justificare: numai pentru cele
doua tipuri de rezemare anuntate mai sus coonditiile la limitd (G3) pot fi exprimate in

deplasdri, pentru latura liberd sunt necesare argumente preluate din studiul (S;),
prezentate de Kirchhoff, pe care nu le dam aici.

> Com: In teoria ( clasicd) a plicilor , incarcirile p(x,y) nu pot fi decét functii continue
pe portiuni. Pentru a admite si incdrcdri concentrate ar trebui aplicate metodele de
lucru ale teoriei distributiilor ( care se studiaza in facultdtile de matematica). Pentru
aplicatiile practice ( ingineresti) se utilizeaza:
MDF = Metoda Diferentelor Finite
MEF = Metoda Elementului Finit

11.6.1 Latura incastratd (AB)

Conditiile la limita sunt:

1. x=0; w(x=0;y)=0
L ow o0’w
L7 "= T ‘AB

oy 0Oy

= 0 (dreapta de incastrare rimane rectilinie ; curbura pe directia

y este = zero)
.. Ow B . .
1il. Fn | s =0 (conditia de incastrare)
i)y w=0
Conditiile la limitd sunt exprimate in deplasari , (sunt de tipul (G3)): ) 0,
ii
ox

AB:()

11.6.2. Latura simplu rezemata ( articulata) (AC, BD)

{(AC)y:O; w=0

ecuatia analitica a laturii respective
(BD)y=0; w=0

2
(AC)g—W _ow
1. * ch latura rdmane rectilinie, curbura zero
@Dy -2 _
ox  ox’
2 2 2
. M,‘Ac=0:>—Dav2V+uav2V g
b ox Oy~ |ac
? AC BD
BD
Dw=0
Rédman conditiile finale exprimate in deplasari (de tipul G3) : iif) o’w 0
— =

[ch oy

BD
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» Ex: 11.7 Sa se scrie conditiile de rezemare (la limitd) pentru placa din fig. 11.6.
Scrieti conditiile la limitd i) — iii) (mai putin pe latura liberd), evidentiind conditiile de
rezemare (G3) pe fiecare latura.
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Fig. 11.6 (vedere de sus)



