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LEC|IA 12:PL~CI  PLANE  {N COORDONATE  
CARTEZIENE: APLICA|II  MDF  }I SOLU|IA NAVIER 

 
Metoda Diferen\elor Finite  MDF este prezentat` [n extensor [n Anexa A ; metoda Navier 
este important` din dou` motive: 

i. este o metod` exact`; 
ii. este prima metod` de calcul – sub aspect istoric – deschiz@nd metode ]i procedee 

noi de calcul.  
 

¾ Ex: 12.1:   Utiliz@nd raportul →≥
∆
∆

= 1
y
xr  vezi Anexa A, 1≤

∆
∆

=
x
yr  s` se scrie 

operatorul   [n diferen\e finite. ),()( 44 yxwx ∇∆
 
¾ Ex: 12.2:  Date a, p – sarcin` uniform distribuit` pe o plac` p`trat`, simplu rezemat` 

pe contur:  E= 300000 daN/ cm2 ; 
16

;
6
1 ah ==υ  

Re\eaua MDF are pasul  
2
ayx =∆=∆  (fig.12.2). 

S` se ob\in`  ?max =MDFw
Indica\ie: modelul MDF are o singur` necunoscut`, deci 1max ww =  (s`geata din centrul 

pl`cii) 

 
Fig.12.1: Pentru enun\ul Ex. 12.1 

Rezolvare: 

Avem       ⇒=
∆
∆

= 1
x
yr   caroiajul este egal (de tip p`trat).- fig. 12.2 
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Fig. 12.2: “Molecul`” de lucru a metodei MDF pentru 1=
∆
∆

=
x
yr  
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¾ Ex.12.3:     Date : 
b
y

a
xpp ππ sinsin0=    ; D , a, b = a ; toate laturile sunt simplu 

rezemate   (fig. 12.3.)      

  
Fig. 12.3: Pentru enun\ul Ex. 12.3 

Se cere: 
i. Semnifica\ia parametrului: p  se va ar`ta c` reprezint` intensitatea func\iei – 

[nc`rcare [n centrul pl`cii; 
o op

ii. Solu\ia adoptat`    
ab
y

a
xwyxw

=

=
ππ sinsin),( 0

sin  se va ar`ta c`  este m`rimea 

s`ge\ii [n centrul pl`cii; 

0w
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iii.  = ? astfel [nc@t  compara\ie [ntre rezultatele din Ex. 12.2 ]i Ex. 12.3 op
MDFww 0

sin
0 =

 
Rezolvare : 
 

i. 
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pbyaxpp

ππ

; deci reprezint` intensitatea [nc`rc`rii       . 

                      sinusoidale [n centrul pl`cii 

0p

  (se va rezolva cu ecua\ia Ex.12.2);?0 =MDFw
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ii. Ar`t`m c`: ?2sin2sin)
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iii. Transfom`m [nc`rcarea  
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¾ Ex. 12.4:  Enun\  identic cu Ex12.3  dar   a = a ; b = 1,5 a 

 

Indica\ie : 667,0
75,0
50,0

==
∆
∆

=
a
a

y
xr  

 
¾ Com: Principii de armare ale pl`cilor din beton armat ( fig.12.4) 

Aceste principii sunt inspirate din examinarea comport`rii pl`cilor dreptunghiulare, 
simplu rezemate pe contur, [nc`rcate uniform cu sarcina distribuit` p = const. 

 
Fig. 12.4: Principiile de armare ale pl`cilor dreptunghiulare, simplu rezemate pe contur. 
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Principiul 1: Armarea pe direc\ia mai scurt` este mai dens`.(de ce?) 

Principiul 2: Zona central` ( de dim. )
2

;
2
ba

se armeaz` mai dens (dublu) fa\` de zonele  

                     marginale care ocup` dim.  (
4

;
4
ba

) 

Principiul 3: Col\urile trebuie fixate [mpotriva tendin\ei de ridicare.(de ce?) 
 

¾ Ex: 12.5 Prezenta\i ]i explica\i principiile de armare ale pl`cilor dreptunghiulare 
simplu rezemate pe contur, [nc`rcate cu sarcina uniform distribuit` p = const. 

 
¾ Ex.12.6:  Date a,b,D,p = const. (plac` [ncastrat` pe contur, [nc`rcat` cu sarcin` 

uniform distribuit`) – fig. 12.5 

 
Fig. 12.5: Pentru enun\ul Ex. 12.6 

Se cere:  
 i. Solu\ia ?/ 0max ==⇒ www MDF  

            ii.Solu\ia de-a lungul liniilor AB,CD,care trec prin centrul pl`cii (fig. 12.5) yx MyMx |||| ;
           iii. S` se sugereze principiile de armare la o plac` [ncastrat` pe contur. 
Indica\ie: pentru punctual iii .(fig. 12.6) 

- p% armarea zonei centrale 
- 1,5p% zonele laterale 
- 2p% zonele de col\ 

 
Fig. 12.6: Principii de armare a placilor patrate incastrate pe contur 
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Solu\ia Navier pentru pl`ci dreptunghiulare , simplu rezemate pe contur: solu\ia [n serii 
duble Fourier 
 
¾ Ex. 12.7: Date D, a, b, p(x,y). Se prezint` strategia de calcul a solu\iei  w(x,y). 

Solu\ia Navier: const` [n adaptarea solu\iei sub forma unei serii Fourier duble:  
 

  ∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1

sinsin),(
m n

mn b
yn

a
xmAyxw ππ

 

 
Fig. 12.7 

(1) Solu\ia se ob\ine calcul@nd coeficien\ii Fourier Amn adic` rezolv@nd ecua\ia 
diferen\ial` LGK! 

(2) mnAD
yxpyxw ⇒=∇
),(),(4  (dup` determinarea coeficientului ). {nc`rcarea p(x,y) 

se dezvolt`, de asemeni [n serie Fourier dubl`: 

mnB

(3) 
b
yn

a
xmByxp

m n
mn

ππ sinsin),(
1 1
∑∑
∞

=

∞

=

=

mnB⇒

unde p(x,y) este [nc`rcarea dat`, cunoscut` 

. 

 
¾ Ex: 12.8: S` se ob\in` coeficien\ii ; Date: [nc`rcarea p(x,y) mnB

       (4) dxdy
b
yn

a
xmyxp

ab
B

a b

mn ∫ ∫=
0 0

sinsin),(4 ππ
 

 
Dac` p = const. ([nc`rcare uniform distribuit`): 
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¾ Ex: 12.9: Dezvolta\i ecua\ia diferen\ial` ∇  cu solu\ia (1) (Navier) ]i ob\ine\i 

rezultatul: 
),(4 yxw

 

      (5) ∑∑
∞

=

∞

= 











⋅

















+














+






=

1 1

4224
4 sinsin2),(

m n
mn b

yn
a
xm

b
n

b
n

a
m

a
mAyxw ππππππ

∇  



TLE Lec\ia 12 6

 
¾ Ex: 12.10: Din ecua\ia (2) a strategiei de calcul a solu\iei (Ex. 12.7) ob\ine\i 

rezultatul: deduce\i rela\ia: 
 

       (6) 
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        Ex: m = 1; n = 3; A13=? 

 
¾ Ex: 12.11: Dac` p = const. ar`ta\i c`: 
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pentru: m = 1,3; n = 1,3; calcula\i: ).
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2
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