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i MATHCAD
Rezolvar ea ecuatiilor si a inecuatiilor

Folosirea calculului simbolic pentru rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor

Rezolvarea simbolica a ecuatiilor de o variabila

Pentru rezolvarea unel ecuatii de o variabila

» Sescrie ecuatia. In editarea ecuatiel semnul egal se obtine tastand Ctrl + =,
adica este egalul boolean aflat pe bara Boolean.

» Sesdecteaza variabilain raport cu care se doreste rezolvarea ecuatiel dand
clic pe aceasta.

» Sedeschide meniul Symbolics, se selecteaza optiunea Variable si se da
comanda Solve.

Exemplul 1. Rezolvarea ecuatiel de gradul doi

b —\/b2 - 4.ac

2 2-a

ax“+b-x+c=0 hassolution(s)
b +4/ b’-4-ac

2-a

-1 1
7*5"'@
x2+x+1=0 has solution(s)

-1 1

. _Z.i+/3

2 2 IJ

Daca coeficientii ecuatiel sunt scrisi ca numere reale (cu punctul zecimal),
atunci solutiile ecuatiei sunt scrise in acelasi format numeric.

126.74-x° - 276.98-x + 34521 = 0 has solution(s)

1.0927094839829572353 — 1.2368311009142415768 -i
1.0927094839829572353 + 1.2368311009142415768 - |
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Pentru rezolvarea ecuatiel se poate folosi si cuvantul chele solve de pe
bara Symbolic.

A

Exemplul 2. Rezolvari de ecuatii algebrice de grad superior

x2+x+1:OSoIve,x —

I\)ll—‘ l\)II—‘

Nu se recomanda folosirea calculului simbolic pentru rezolvarea ecuatiilor
algebrice de grad superior. Rezultatele obtinute sunt de cele mai multe ori fara
nicio utilitate practica.

Pentru a vedea cateva astfel de rezultate completati cu x (numele variabilel)
locurile marcate din exemplele de mai jos si rezolvati ecuatiile simbolic.

x3+3-x2+2 =0 solve,s —

x3+ 3-x2+ 2.=0 solve,1 —

a-x3 + b-x2 +cx+d=0solve,s —»

Exemplul 3. Rezolvarea unor ecuatii trigonometrice

Ne propunem sarezolvam simbolic ecuatia sin(x) = 0.
sin(x) = 0 has solution(s) 0

sin(x) solve,x — 0
Dupa cum se stie ecuatia sin(x) = 0 are o infinitate de sol utii
Xk = k-7

unde k este un numar intreg, asa cum se vede din graficul de
demal jos.
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X
Cum se determina celelalte solutii?
Saluam un alt exemplu.

)
sin(x) = sin(2:x) hassolution(s) | 7t

3)

sin(x) = sin(2-x) solve,x — ﬂJz( 0 j

Reprezentarea graficaafunctie f(x) = sin(x) - sin(2x) ne arata ca acesta
ecuatie are mult mai multe solutii.
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sin(x) = %-tan(x) has solution(s) —acos(gj

0
0
sin(x):%-tan(x) solve, X — _acos(ﬁj = | -1.231
1 1231 )
acos| —
3

Dupa cum se stie ecuatiile trigonometrice au o infinitate de solutii.

Reprezentarea grafica de mai jos confirma acest lucru.
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In acest exemplu solutiile determinate sunt cele din intervaul de

lungime egala cu perioada (-2, 172).
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i MATHCAD
Rezolvar ea ecuatiilor si a inecuatiilor

Rezolvarea ecuatiilor algebrice folosind functia polyroots
Pentru rezolvarea ecuatiel algebrice
x° + 4-x% = 40-x% = 4-x + 48 = 0

se determinamai intai vectorul coeficientilor polinomului din membrul
stang folosind cuvantul cheie simbolic coeffs.

P(x) = X2+ 4x*—50.x° - 4.x+40 v:= P(x) coeffs,x —

Vectorul v continetoti coeficientii polinomului, inclusiv cel care sunt
zero, incepand cu termenul liber.

Pentru a determina numarul de solutii reale, respectiv complexe, ae
ecuatiel date se reprezinta grafic polinomul P(x).

801

481

2\
P | - |

-4 -3 =2 ;160 21 3 4

— A8t

- 80+
X

Dand clic cu butonul drept a mouse-ului pe cuvantul polyroots se poate
alege unadintre cele doua metode, La Guerre sau Companion Matrix,
utilizate de aceasta functie pentru determinarea solutiilor ecuatiei.
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Cazul 1. Determinarea solutiei folosind metoda La Guerre. [«

Companion Matrix
& cut
~3.276 + 2.653i ‘%ﬂp‘f
~3.276 - 2.653 _—
Properties...
S := polyroots(v) s= —0.964
Disable Evaluation
0.889 Dot
2.627

Verificarea solutial

2383x 10"/ - 5.061i x 10~ 12
2383 x 10”7 + 4.491j x 10~ 12
P(s) = 2383x 10’
2383x 10/
2383x 10/
Cazul 2. Determinarea solutiei folosind metoda LaGuerre
Companion Matrix. v
& cut
Copy
2 peste
_3276 - 2653' Properties, ..
—-3.276 + 2.653i Disable Evaluation
s := polyroots(v) s= —0.964 e
0.889
2.627
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Verificarea solutiei

P(s) =

Pentru acesta ecuatie a doua metoda cal culeaza solutiile ecuatiel cu 0

13 12

-6.892x 10 °+137ix10

13 12

- 1371 x 10
14

-6.892x 10

-1.421 x 10

_2842x 10" 4

5.045 x 10~ 13

precizie mai buna decat prima metoda.

170




Dan Caragheorgheopol Nicolae Danet Daniel Tudor
UTILIZAREA CALCULATOARELOR

i MATHCAD
Rezolvar ea ecuatiilor si a inecuatiilor

Rezolvarea numerica a ecuatiilor folosind functia root

Ne propunem sarezolvam ecuatia  sin(x) = g
Folosind meniul Symbolics, comanda Variable/Solve, sau cuvantul cheie
simbolic solve obtinem:

sin(x) =g has solution(s) 0

sin(x) = g solve,x — 0

Dupa cum se poate observa pe reprezentarea grafica de mai jos, mai exista
s ate doua solutii a acestei ecuatii pe care Solve nu le determina.

Pentru a stabili cate solutii are acesta ecuatie si in ce intervale sunt acestea
se reprezinta grafic cele doua functii in acelasi sistem de axe.

157

1__

sin(x) \ 0.5
X I } } } } } } } } |
5 -10 -8 /-6 —4\ -~ 0 2\4 8&].0

S Lot

1__

=15

Abscisele puntelor de intersectie ale celor doua grafice sunt
solutiile ecudtiei date.
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O ataposibilitate de a stabili numarul solutiilor ecuatiel si intervaelein
care se gasesc acestea este de a reprezenta grafic diferenta dintre cele doua
functii. Punctele in care graficul diferentel taie axa Ox sunt solutiile ecuatiel
date.

sin(x)-

o1l X

Pentru determinarea acestor solutii se foloseste functiaroot din Mathcad.

O ecuatie de forma

f(x) = g(x)
este echivalentacu

f(x)—g(x) =0
Solutia ecuatiel se obtine folosind root in unadin
urmatoarele forme:
Varianta 1

x :=a Sedalui x ovaloareinitiala delacare functiaroot incepe
cautarea solutiel.

root(f (x) — g(x),x)
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Varianta 2
root(f (x) - g(x).x,a,b)
unde asi b sunt capetele intervaului in care functia root va cauta solutia.

Observatie. De regula, se recomandafolosireafunctiei root in varianta 2,
deoarece aceasta forma conduce la determinarea solutiei cu 0 mai buna
precizie.

In punctele asl b, functiaale carel radacini dorim sale aflam (in scriereade
mai sus, f(x)-g(x)) trebuie sa aiba semne opuse, aceasta garantand existenta
cel putin aunei solutii in intervalul [a, b], in ipoteza caavem o functie
continua. Daca aceasta conditie nu este indeplinita, functiaroot returneaza
mesg] de eroare.

Trebuie retinut cafunctiaroot nu verificanumarul radacinilor din intervalul
considerat, ramanand in sarcina utilizatorului sa se asigure de existenta doar a
une solutii in intervalul [a, b]. Astfel, daca avem spre exemplu 3 radacini in
intervalul [a, b] s semne opuse la capete, root va determina doar o solutie din
cele 3, faraa semnaavreo eroare. Este in schimb posibil sa existe un numar
par de solutii in intervalul [a, b] s, avand acelasi semn in capete, sanu le
putem afla, primind mesg de eroare.

Reprezentarea grafica a expresiel ale carel radacini le cautam ne poate gutain
genera saevitam astfel de dificultati, permitandu-ne sa stabilim intervae ce
contin cate o singura solutie. Totusi in cazul radacinilor duble (sau, mai
genera, de ordin par), problemanu poate fi evitata, functiaavand acelas
semn de ambele parti ale radacinii respective. In aceste situatii, ne ramane
doar posibilitatea utilizarii functiel root in varianta 1 sau, daca este o ecuatie
de tip polinomial, afunctiel polyroots, determinand astfel in plus si ordinul
radacinii respective.

Exemplul 1
Notam f(x) :=sn(x) — g

X:=4 sl:=root(f (x),x) sl =2595739 f(sl) =-8.71x10 12

Deoarece f(s1) nu este practic zero, trebuie sa micsoram valoareaimplicitaa
variabilel de sistem TOL, care este 0.001.
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TOoL := 10" ©

x:=4  sli=root(f(x),x) sl=2505739 f(sl) =-8.71x10 12

ToL := 10”19

X:=4 sl :=root(f (x),x) sl =2595739 f(sl) =0

TOL = 10" 12

X:=4 sl :=root(f (x),x) s1=2595739 f(sl) =0

Pentru o atavaoareinitidlaalui X se poate obtine 0 alta solutie a ecuatiei.
TOL := 10~ 12

X = -4 s2 :=root(f (x) ,x) s2 =-2.595739
f (s1) = 0.000000000000000

TOL = 10”12

x:=1 s3:=root(f(x),x) s3=0

f (s1) = 0.000000000000000

Pentru determinarea cate unel valori initiale alui x in apropiereafiecarel
solutii aecuatiei, putem folosi reprezentarea graficasi optiunea Trace... din
meniul contextual ce apare la clic dreapta pe grafic. Efectuand clic peun
punct de pe gréfic, in fereastra Trace putem vedea coordonatele punctului
respectiv.
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- L5
1.3 Annotate Selection..,
& Cut
sin(x) 1B Copy
2 Paste
X |
5 —| 1V &' Properties... 0
Format..
BT
—1.5 Zoom...
Disable Evaluation
—-10 X 10
[ |— =S =t I
HNANRAZANY
sin(x) h f \ i / /"‘\ / Y
X-Y Trace |- K_|
2 \4 Jé 3 0
X‘Value 254 CDDY }( ; \/
Y-Vale  0.508 Copy Y H-—
¥ 2-Value Copy Y2 A
[¥| Track data points

In cele ce urmeaza vom folosi functiaroot in varianta 2, adica indicand
intervalul in care trebuie cautata solutia. Dupa cum se observa, chiar pentru
valoarea implicita atolerantel solutiile sunt determinate cu 0 mare precizie.

TOL =103

A = root(f (x),%,2,4)
s5 ;= root(f (x),x,-4,-2) s5 = -2.595739

s6 :=root(f (x),x,-1,1) s6=0

A = 2.595739

f (s4) = 0.000000000000000

f (s5) = 0.000000000000000

f (s6) = 0.000000000000000
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Rezolvar ea ecuatiilor si a inecuatiilor

Folosirea calculului simbolic pentru rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor

Rezolvarea simbolica a inecuatiilor de o variabila

Mathcad-ul se poate utiliza pentru rezolvareainecuatiilor. In acest scop se
folosesc operatorii logici aflati pe bara Boolean.

1> 1 < 1> Tastati Ctrl+9 1 <1 Tastati Ctrl+0

I ||
l A
> W
< 1A
ooV

Primii doi operatori se pot introduc direct folosind tastatura.
Pentru rezolarea unel inecuatii se parcurg etapele:
3

1. Se scrie inecuatia X" - 2-x2 -2x-3>0

2. Se selecteaza variabilax in unadin pozitiile sale.
% -0k~ 0%l 35 0

3. Se deschide meniul Symbolics, se selecteaza optiunea Variable si din
lista derulanta care apare se da comanda Solve,

Pentru inecuatia de mai sus se obtine:

x>-2x°-2x-3>0 has solution(s) 3 <x

Asadar, inegalitatea are solutia (3, ).
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Daca inecuatia are o solutie formata din reuniunea sau intersectia a doua
sau mai multe conditii, rezultatul este scris sub formaunei insiruiri a
conditiilor respective, conectate prin operatorii logici de digunctie,
respectiv de conjunctie (care se pot citi ca"sau", respectiv "s"). De
exemplu:

1. x> -5.x2-4x+20>0 hassolution(s) 5<xv-2<x<2

Solutia este asadar reuniunea (-2, 2) U (5, oo)

2. x*-x?-3x3+9x-6>0 has solution(s)

1<x<4/3vx<—/3v2<x

Inecuatia are ca solutie reuniunea (- oo, -/3) U (1, 1/3) U (2, 00).

In locul comenzii Solve din meniul simbolic se poate folosi cuvantul chele
solve din bara Symbolic.

] solve,- —>

In primul loc marcat se scrie inecuatia, iar in a doilea se precizeaza variabilein
raport cu care se cere rezolvareainecuatiei.

x*-x?-3x3+9x-6<0slve,x >:3<x<2v—/3<x<1

2 1 _+/5 V/5

3 1
X" -2x"+1>0s0lve,x > ——-——"—<x<1lv-—+—-<X
2 2 VT

Pentru inecuatia x3 - 5-x2 +Xx - 5> 0 seobtine

x>-5x2+x-5>0 hassolution(s) cl
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Raspunsul obtinut este, in mod surprinzator, neutilizabil in acest caz. Dacainsa
Incercam sa rezolvam inegalitatea stricta, vom obtine:

X2 -5x°+x-5>0 has solution(s) 5 < x

Aceasta inseamna ca solutia inegalitatii stricte este intervalul (5, o).
i
Rezolvam separat ecuatia: x>-5x°+x-5=0 has solution(s) | -i
;)
Asadar, inegalitatea x> -5.x>+x—-5>0 are casolutie intervalul [5,00)

Un at exemplu foarte simplu confirma dificultatea acestel versiuni a
programului Mathcad de arezolva inegdlitati nestricte:

2 : cl
X“=3-x+2>0 hassolution(s) ,
C

sau, folosind cuvantul chele solve din bara Symbolic;

2 _cl
X“=3x+2>0s0lve,x > 5
C

Aceeasl inegdlitate, dar stricta, este rezolvata fara probleme:

X2 —3.Xx+2>0 has solution(s) x<1v2<x
Asadar, solutiainecuatie stricte este reuniunea (- oo, 1) U (2, o).
Rezolvand si ecuatia x> - 3-x +2 = 0 solve,x — Gj deducem
cainegalitatea X2 —3X+2>0 are solutia (- oo, 1] U [2, o0)

Concluzia ce se desprinde din aceste exemple este ca, in Mathcad 14, este
preferabil sa rezolvam inegalitati stricte. Cazul de egdlitate se poate trata
separat, ca 0 ecuatie, reunindu-se in final solutiile, dupa cum am ilustrat mai
sus.
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In afara de dificultatile de rezolvare ainegalitatilor nestricte, rezolvarea
inegalitatilor in modul aratat mal sus este supusa si limitarilor pe care am vazut
ca utilizarea comenzii sau a cuvantului cheie solve le presupune si in cazul
ecuatiilor.

Pentru rezolvarea ecuatiilor mai complicate, am vazut ca este necesar sa apelam
lafunctia polyroots, in cazul ecuatiilor polinomiale, sau laroot, in cazul altor
tipuri de ecuatii, pentru aflarea radacinilor reale ale acestora. Aflarearadacinilor
reale ale unel expresii E(x), impreunacu reprezentarea el grafica, ne permite sa
determinam apoi cu usurinta semnul acesteia, rezolvand astfel o eventuaa
inecuatie de tipul E(x) > 0 sau E(x) <O.

Exemplificam in continuare rezolvarea une astfel de inecuatii.

Consideram ecuatia 2% < x2

Tentativa de afolosi cuvantul chee solve conduce la urmatorul rezultat:

X 2
2" < x” solve,x| -

| Mo symbalic result was found. |

Reprezentam grafic functia f (x) := 2% - x°

10y
5._
—
f(x
-5t
—_ 10._

X

Determinam radacinile cu gjutorul functie root.
ToL:=10 1% <1 := root(f (x),x,-2,0) sl = —0.7666647

Verificare: f(sl) =0
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A douaradacina s2 := root(f (x),x,0,3) 2=2
Verificare: f(2) =0
A trelaradacina:  s3 := root(f (x),x,3,5) 3=4
Verificare: f(s3) =0

Pe baza reprezentarii grafice, concluzionamca f(x) <0 pemultimea
(-o0, s1)U(s2, s3). Solutia inecuatiei date este asadar: (-, -0.7666647)U(2, 4)
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MATHCAD
Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Determinarea une solutii

Pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii neliniare in Mathcad se
procedeaza astfel:

1. Se definesc valori initiale pentru variabilele sistemului.

Aceste valori sunt folosite de agoritmul de rezolvare ca puncte de plecare
pentru determinarea unel solutii. De regula, se va determina solutiadin
apropiereavaorilor initiale date.

x:=1 y=1

2. Se scrie cuvantul chele "Given" urmat de ecuatiile sistemului.
Egalul din scrierea ecuatiilor este egalul boolean.

Given
X% + Xy + 4-y2 =10
x2+y%=5

3. Se determina solutia sistemului folosind
functia"Find".

ndte.y) (j
ind(x,y
1

Dupa cum se observa solutia sistemului este data sub forma unui vector.
Pentru ca solutia sa poata fi folositain continuare este de preferat ca
vectorul solutiilor sa primeasca un nume. De exemplu

Given
x2+x-y+4-y2 =10
x2+y2 = 5.
_ 2
s:= Find(x,y) s=( j
1
ORIGIN =1 S1=2 sS=1
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Pentru a vedea precizia cu care a fost determinata solutia sistemului este bine a
aceasta safie afisata cu cat mai multe zecimale, eventual cu toate cele 15
disponibile atunci cand se foloseste modul de calcul numeric.

_ 2.000000000000000
1.000000000000000
Precizia determinarii solutie

Pentru a putea verifica cu usurinta cat de bine afost determinata solutia
sistemului este de preferat aranjarea calculelor asa cum se vede mai jos.

1. Se definesc functiile car e constituie ecuatiile sistemului:
f1(x,y) = X% + X-y + 4-y2 -10

f2(x,y) = X% + y2 -5

2. Sedau valori initiale variabilelor:

x:=1 y.=2

3. Sescrieblocul Given:

Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0
4. Se determina solutia:

_ 2.000000000000000
s:= Find(x,y) S=

1.000000000000000

5. Seface verificarea solutigl obtinute:
ORIGIN = 1
f1(s1,s0) = 0 f2(s1,5) = 0
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Imbunatatirea preciziei solutiei determinate

Metoda 1. Pentru obtinerea solutiei cu o precizie mai buna se modifica
valorileintiale date variabilelor dandu-le acestora valorile (exacte sau
aproximative) ce au fost determinate de Find.

f1(x,y) ;= X% + X-y + 4-y2 -10
f2(x,y) = X% + y2 -5

Seschimbadateleinitilledin x =1 y=2 in

x:=19 y:=09

Given
fi(x,y) =0
f2(x,y) =0

_ 2.000000000000000
s:= Find(x,y) S=

1.000000000000000

Verificarea solutiel
f1(s1,sp) = 0.000000000000000 f2(s1,sp) = 0.000000000000000

Metoda 2. Se micsoreaza valorile variabilei CTOL (Constraint
Tolerance). Valoare implicita a acestel variabile este 0.001.

f1(x,y) ;= X% + X-y + 4-y2 -10
f2(x,y) = X% + y2 -5
x:=1 y:=2 cToL := 10"
Given
fi(x,y) =0
f2(x,y) =0

_ 2.000000000000000
s:= Find(x,y) S =

1.000000000000000
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Verificarea solutiel
f1(s1,sp) = 0.000000000000000 f2(s1,sp) = 0.000000000000000

Determinarea altor solutii ale sistemului

Schimbarea valorilor initiale poate duce la determinarea altel solutii
(daca aceasta exista).

X =-1 y:=-2

Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0
| —2.000000000000000
s:= Find(x,y) s=
~1.000000000000000
Verificarea solutiel
f1(s1,sp) = 0.000000000000000 f2(s1,s2) = 0.000000000000000
X =-1 y.=2
Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0
| -1.581138830084190
s:= Find(x,y) S=
1.581138830084190

Verificarea solutial

15

f1(s1,sp) = —1.776356839400250 x 10° > f2(s1,p) = 0.000000000000000
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x:=1 y.=-2

Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0
_ 1.581138830084190
s:= Find(x,y) S=
—1.581138830084190

Verificarea solutiei

15

f1(s1,sp) = —1.776356839400250 x 10 f2(sq,sp) = 0.000000000000000

In mod natural apar intrebarile:
a) Au fost determinate toate solutiile sistemului?
b) Cate solutii are acest sistem?

In cazul bidimensional raspunsurile la aceste intrebari se pot obtine
reprezentand grafic curbele date de ecuatiile sistemului.
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Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Determinati intersectia dintre cercul cu centrul in origine si de raza egaa
cu3s dregptay=2x + 1

Reprezentarea grafica

Cercul cu centru in origine si deraza R are ecuatia cartezianaimplicita

Definim raza cercului dat R:=3
Ecuatiile parametrice ale cercului cu centrul in origine sl de raza R sunt

X(t) := R-cos(t) Y (t) :=R-sin(t)

Dreapta data y(x) = 2:x +1
4r
2._
Y (1)
y(x) 4
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Rezolvarea sistemului ndiniar

Se definesc functiile care definesc ecuatiile sistemului

f1(x,y) = x2+y2— 9
f2(x,y) =2x-y+1

Se dau vaori initide variabilelor. In functie de acestea se va
determina o solutie.

x=1 y:=3

Se scrie cuvantul cheie Given si apoi ecuatiile sistemului. Semnul de
egalitate este cel boolean.

Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Se determina solutia folosind functia Find.

0.927
2.853
Verificarea solutiel obtinute:

s:= Find(x,y) s:[

ORIGIN=1 s =0.927 s = 2.853

fi(s1,8) =0  f2(s1,5) =0

Pentru imbunatatirea solutiel sistemului se micsoreaza valoarea
variabilet CTOL (constraint tolerance for solve blocks). Valoarea
predefinita pentru CTOL este 0.001.

cToL := 10”10
Given

f1(x,y) =0
f2(x,y) =0
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Se determina solutia folosind functia Find.

—_— _ (0927
s:= Find(x,y) S= (2.853]
Verificarea solutiei s = 0.927 Sp = 2.853
obtinute.
fi(s1,5) = 0
f2(s1,5) = 0

Pentru determinarea alte solutii se repeta calculele dand
vaori initiale diferite.

—2.453

_ (—1.727)
s:= Find(x,y) S =

Verificarea solutiei s = -1.727 Sp = -2.453
obtinute.

fi(s1,50) = 0
f2(s1,5) = 0

Alte solutii nu mai sunt conform reprezentarii
grafice de mai sus.
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Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Exemplu

Determinati intersectia dintre cercul cu centrul in punctul C(2, -3) si de
razaR =4 cu dreaptay = -2x + 6.

Reprezentarea grafica

Ecuatia implicitaa cercului cu centrul in punctul C(a,b) si razaR este:
(x-8%+(y-b)° =R

Introducem coordonatele centrului si raza cercululi
a=2 b:=-3 R:=4

Pentru reprezentarea grafica consideram ecuatiile parametrice ale cercului
X (1) := a+ R-cos(t) Y (1) := b+ R-sin(t)

Dreapta data y(X) :=-2.x+6
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Rezolvarea sistemului ndiniar

Se definesc functiile care definesc ecuatiile sistemului.

F1(x,y) := (x - 2)2+ (y+3)% - 16

f2(x,y) =2.x+y-6

Se dau vaori initiae variabilelor. In functie de acestea se determina o solutie.

x=3 y=1

Se scrie cuvantul cheiel Given si apoi ecuatiile sistemului. Semnul de
egalitate este cel boolean.

cToL := 10~ 10
Given

f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Se determina solutia folosind functia Find.

2.516760302580868
0.966479394838265
Verificarea solutiel obtinute.

s:= Find(x,y) s:[

ORIGIN=1 s =2517 Sp = 0.966
fl(S]_,SQ) =0
fZ(S]_,SQ) =0

Pentru determinarea atei solutii se repeta calculele cu valoti initiae diferite.

x:=5 y:=-5 cToL := 10" 1°
Given

f1(x,y) =0

f2(x,y) =0
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Se determina solutia folosind functia Find.
( 5.483239697419132 j
S =

s:= Find(Xx,
() —-4.966479394838266

Verificarea solutiel obtinute.

ORIGIN=1 s = 5483 Sp = ~4.966
fi(s1,5) = 0
f2(s1,5) = 0

Alte solutii nu mai sunt conform reprezentarii grafice
de mai sus.

192




Dan Caragheorgheopol Nicolae Danet Daniel Tudor
UTILIZAREA CALCULATOARELOR

i MATHCAD
Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Exemplu

Determinati intersectia dintre elipsade semiaxea=3 sl b = 2 sl dreapta
y=2x-1

Reprezentarea grafica

N

2
Ecuatiaimplicitaa elipsal care are semiaxeleas b este: XY

=1
& b’
Definim semiaxele dipsei date a:= 3 b:=2

Pentru reprezentarea grafica consideram ecuatiile parametrice ale dipsai:

X(t) :=acos(t) Y(t):=Db-sin(t)

Dreapta data: y(x):=2x-1
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Rezolvarea sistemului neliniar

Se definesc functiile care constituie ecuatiile sistemului.

2 y2
f1(x,y) := ry +Z -1

f2(x,y) =2x-y -1

Se dau variabilelor valori initiae. In functie de acestea se determina o
solutie.

x=1 y=1

Se scrie cuvantul cheie Given si apoi ecuatiile sistemului. Semnul de
egalitate este cel boolean.

cToL =10~ 1

Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Se determina solutia folosind functia Find.

1.386749699759760
1.773499399519519
Verificarea solutiel obtinute.

s:= Find(x,y) S=

ORIGIN =1
s1 = 1.387 s = 1773

f1(s1,50) = 0
f2(s1,5) = 0
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Pentru determinarea altel solutii se repeta calculele cu valori initiale
diferite.

x=-1 y=-1

cToL =10~ 1°
Given

f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Se determina solutia folosind functia Find.

_ —0.486749699759760
s:= Find(x,y) s=( j

—-1.973499399519519
Verificarea solutiei obtinute.

ORIGIN=1 s =-0487  sp=-1.973

f1(s1,50) = 0
f2(s1,5) = 0

Alte solutii nu mai sunt conform reprezentarii grafice.

195




Dan Caragheorgheopol Nicolae Danet Daniel Tudor
UTILIZAREA CALCULATOARELOR

MATHCAD

Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Exemplu

Determinati solutia sistemului
deecuatii ,

+y—=1

X
5 3
(x+1)2+(y—2)2 =4
Solutie.
Sistemul de ecuatii este format din ecuatiaunei €lipse si aunui cerc.
Semiaxeleelipsei:  a:=\/5 b:=+/3
Ecuatiile parametrice de dipsa
X1(t) := a-cos(t)

Y1(t) := b-sin(t)

Centrul cercului C:=(-1 2)T ORIGIN =1

Raza cercului R:=2

Ecuatiile parametrice ale cercului:
X2(t) := C1 + R-cos(t)

Y2(t) .= Co + R-sin(t)
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x1(t),Cq,X2(t)

Determinarea solutiel din cadranul unu:

f1(x,y) =

2 2
X_+y__1
5 3

f2(x,y) = (x+ 1)° + (y-2)° - 4

x:=1 y=1
cToL := 10”10
Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Find(x.) 0.953
s:= Find(x, s=

Y 1.567

197




Dan Caragheorgheopol Nicolae Danet
UTILIZAREA CALCULATOARELOR

Daniel Tudor

Verificarea solutiei obtinute.

ORIGIN=1 s = 0953 s, = 1.567
fi(s1,5) = 0
f2(s1,5) = 0

Determinarea solutiel din cadranul doi:
Xx=-2 y=1

cToL =10~ 1

Given

f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Find(x ) -2.18
S= FINna(x, S=
Y 0.385

Verificarea solutiei obtinute.
ORIGIN = 1 s1 = -2.18 sp = 0.385
fi1(s1,5) = 0

f2(s1,5) = 0

Conform reprezentarii grafice de mai sus au fost
determinate toate solutiile.
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Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Exemplu

Determinati solutia sistemului de ecuatii
5.x% - y2 =0
y +0.25-(sin(x) + cos(y)) =0

Solutie.

5-x2

5y
2 5
-y~ =0 solve,x —
/5y
5

a5
<
a5

<

Definim:  gl(y) := g2(y) = -

y+ (sin(x) + cos(y))

= 0 solve, X —>(
4

asin(—4-y - cos(y)) j
7 —asin(—4-y — cos(y))

Definim functiile corespunzatoare:
hl(y) ;= asin(—4.-y — 1.-cos(y))
h2(y) := w —asin(—4-y — cos(y))

Pentru determinarea valorilor initiale ale solutiilor, precum s a numarului
acestora, folosim reprezentarea grafica de mai jos. Pentru o determinare mai
precisaavalorilor initiale se poate folosi comanda Trace din meniul
contextual ce apare la clic dreapta pe grafic.
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2571
257
hafy)
h2(y)

f1(x,y) = 5.x% - y2
f2(x,y) :=y +0.25-(sin(x) + cos(y))
Determinarea unei solutii

x:=-05y:=-05

croL =10~ 1°

Given

f1(x,y) =0

f2(x,y) =0

s:= Find(x,y) s= (_0'098j
-0.22

Verificarea solutiel obtinute.
ORIGIN = 1 s1 = —0.098 sy = —-0.22
fi(s1,8) =0  f2(s1,5) =0
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Determinarea une alte solutii
X:=-05y:=025

cToL =10~ 1
Given
fi(x,y) =0
f2(x,y) =0
Fnd(x.y) ~0.098
S= HFNa(x, S=
Y ~0.220

Verificarea solutiei obtinute.

51 = -0098  sp=-022
fi(s1,50) = 0
f2(s1,5) = 0

Conform reprezentarii grafice de mai sus au fost determinate toate solutiile.
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Determinarea numarului de solutii ale unui sistem ndiniar bidimensional
prin metoda grafica

Consideram sistemul ndliniar:

X% + Xy + 4-y2 =10

2+y?=5

Pentru a determina care este numarul de solutii ale acestui sistem reprezentam
grafic curbele plane definite implicit

x2+x-y+4-y2—10=0

x2+y2—5=0

Incepem cu adoua curba care este un cerc cu centrul in origine si raza \/3
care are ecuatiile parametice:

X (t) :=+/5-cos(t)
Y (t) :=+/5-sin(t)
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Pentru a doua curba, explicitam ecuatia scotand valoarea lui y:

\/5+/32-3:x2 X
) 2 8 8
X“+xy+4y=-10=0 solve,y —
x_+/54/32-3%°
8 8

Definim curbele corespunzatoare

N

1
y3(x) := E-x + 5'(_15')(2 + 160)

N

YAX) = X - %-(—15-x2 +160)

Reprezentam apoi ambele curbe in acelasi sistem de axe.
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Determinarea solutiel din cadranul doi:

2

f1(x,y) :=x"+xy+ 4-y2 -10

f2(x,y) = x2+y2— 5

x=-1 y:==1
ctoL := 10" %0
Given
f1(x,y) =0
f2(x,y) =0

Find(x.y) -1.581
s:= Find(Xx, S =

Y 1.581

Verificarea solutiei obtinute.
ORIGIN =1 s1 = -1.581 sy = 1.581

f1(s1,5p) = ~1.77635683940025 x 10 *°

f2(s1,5) = 0

Folosind reprezentarea grafica de mai sus determinati solutiile si din celelalte
cadrane.
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MATHCAD
Rezolvar ea sistemelor de ecuatii neliniare

Exemplu ORIGIN = 1
Determinati solutia sistemului de ecudtii
f1(x,y,2) =0
f2(x,y,z) =0,
f3(x,y,z) =0,
unde
f1(x,y,2) = x> + x2-y -X-z+6

f2(x,y,2) = f+el-2
f3(x,y,2) = y2— 2-X-z—4

Dam valori initide variabilelor x, vy, z.

x:=1 y=1 z=1
Scriem blocul Given si determinam solutia folosind Find.
Given
f1(x,y,2) =0
f2(x,y,2) =0
f3(x,y,2) =0
—-1.956295206333563
s:= Find(x,y,2) s = | —0.131795995299646
1.017901031175943

Verificam solutia obtinuta

f1(s1,s2,53) = 0.000000000000000
f2(s1,s2,53) = 0.000000000000000
f3(s1,s2,53) = 0.000000000000000
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Functia Find poate determina solutia folosind trei metode de calcul diferite:
1) Metoda gradientului conjugat (Conjugate Gradient)

2) Metoda Levenberg - Marquard (Levenberg - Marquardt)

3) Metoda Quasi - Newton (Quasi - Newton)

Pentru a selecta una dintre aceste metode se da clic cu dreapta pe cuvantul
Find si, in meniul contextual care apare, se selcteaza optiunea Nonlinear si
se dege unadintre metodele de mai sus. Implicit, programul foloseste prima
metoda.

Pentru o buna precizie a solutiel determinate se recomanda utilizarea
metodel Levenberg - Marquard. Acesta metoda a fost folosita pentru
rezolvarea acestui exemplu.

Dand alte vaori initiae variabilelor putem obtine ata solutie.

x=-1 y=-1 z.=-1

Scriem blocul Given si determinam solutiafolosind Find.

Given
f1(x,y,z) =0
f2(x,y,z2) =0
f3(x,y,2) =0
—1.456042795955336 W
s:= Find(x,y,2) s = | —1.664230466081535
0.422493404446532

Verificam solutia obtinuta

f1(s1,s2,53) = 0.000000000000000
f2(s1,s2,53) = 0.000000000000000
f3(s1,s2,53) = 0.000000000000000
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